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Avertissement

C omme le pr�ec�edent document de Distributions� ce pseudo�cours n�est qu�un outil
rassemblant la totalit�e des th�eor�emes� d�e�nitions� lemmes et autres propositions du cours d�
�Analyse des Equations aux D�eriv�ees Partielles� tel qu�il a �et�e enseign�e par M� Joly pendant
le printemps 	 frais mais ensoleill�e � �����

A pr�es avoir lu ces quelques pages� les noms de �Dirichlet�� de �Neumann� et de
�Babitch� vous seront devenus familier et vous vous demanderez probablement pourquoi la
�Ma��trise d�Ing�eni�erie Math�ematiques� ne porte pas plut�ot le nom de �Ma��trise des Equations
aux D�eriv�ees Partielles� tant il est vrai que l�ann�ee de Ma��trise est orient�ee vers cette question�

S achez en�n que� �etant moi aussi un humain� j�ai pu 	 ou plut�ot devrai�je dire d�u �
faire� dans ces pages des erreurs 	 qu�on peut supposer involontaires ��

I l ne tient qu��a toi� cher lecteur� de me les signaler�

Micha�el Baudin
baudin�emi�u�bordeaux�fr
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Chapitre �

Espaces Hs���

Soit 
ouvert � IRN et s � IR

��� Espaces de Sobolev

D�efinition � Espaces Hs	
�

u � Hs	
� ssi � U � Hs	IRN � tq U�
 � u

D�efinition � Espaces Hm	
�
Soit m � IN Alors

Hm	
� �
�
u � L�	
� tq � � tq j�j � m� ��u � L�	
�

�
	����

Proposition �

�� Hs 	
� est un espace de Hilbert pour la norme � kukHs 	
� � inf
U���u

kUk
Hs
�
IRN

�

� Hm 	
� est un espace de Hilbert pour la norme � kuk�

Hm 	
�
�
X
j�j�m

k��uk�
L�	
�

�� Soit Z	
� � �V � Hs
�
IRN

�
tq V�
 � �

�
Alors Hs

�
IRN

�
� Z	
��Z�	
�

De plus Hs 	
� est isom�etrique �a Z�	
�

Proposition � Inclusions

� m � IN� Hm 	
� ��� Hm 	
� 	��
�

� m � IN tq Hm 	
� �� Hm 	
� 	����

� s� t � IR tq s � t� Hs 	
� � Ht	
� 	����

s �
d



� k �	 Hs 	
� � Ck

b 	
�
� 	����
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Notation �

D �
� � ���
 tq � � D	IRN �
�

	����

� k � IN� Ck
b

�


�
�
�
��
 tq � � Ck

b 	IR
N �
�

	�� �

Proposition �

�� � s � IR � D �
� est dense dans Hs 	
�


� Soit s � t et � � D	
� Alors l�application
Hs	
� 
� Ht	
�
u 
� �u

est compacte�

�� Soit s � t� Si 
 est born�e� l�injection canonique � Hs 	
� ��� Ht	
� est compacte�

��� m�Prolongement

D�efinition � m�prolongement

Soit m � IN
On dit que 
 a la propri�et�e de m�prolongement ssi
� P � Hm	
� 
� Hm	IRN � � Hm	IRN � lin�eaire� continue et tel que Pu�
 � u

Proposition �

Soit m � IN et 
 tel que 
 a la propri�et�e de m�prolongement
Alors Hm	
� � Hm	
�

Notation �

IRN
� �

�
	x�� xd� � IRN tq xd � �

�
	����

Proposition �

IRN
� poss�ede la propri�et�e de ��prolongement�

Lemme �

D
�
IRN

�

�
est dense dans H	IRN

� �

Lemme � Prolongement de Babitch de fonctions r�eguli�eres

Soit u � D
�
IRN

�

�
On pose

	Pu�	x�� xN � �

��	 u	x�� xN � si xN � �
u	x��
xN � si xN � �
u	x�� �� si xN � �

	����
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�  

Alors kPukH�	IRN �
� p
kukH�	IRN �

D�efinition � Ouvert r�egulier

On dit que 
 est r�egulier ssi � x� � �
�
�� � Oouvert � IRN tq x� � O

� O�ouvert � IRN tq � � O�

�� 	 � C�
b 	O!O�� un di"�eomorphisme tq

i�		x�� � �
ii�		


TO� � IRN
�

TO�
iii�	 	�


TO� � �IRN
�

TO�
Corollaire �

Tout ouvert r�egulier de IRN poss�ede la propri�et�e de ��prolongement�

Lemme �

Soit v � H�
�
IRN

�
� 	 � C�

b

�
IRN ! IRN

�
di"�eomorphisme et u � H�

�
IRN

�
d�e�nie par � x �

IRN � u	x� � v			x�� Alors � c � � tq

�

c
kvk

H�
�
IRN

� � kuk
H�

�
IRN

� � ckvk
H�

�
IRN

� 	�����
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Chapitre �

Espaces Hm

� ���

��� Traces

Notation �

� x � IRN Alors x� � 	x�� ���� xN���

Proposition �

Soient s � IR � j � IN tq s
 j 
 �
� � � Alors � c � � tq � u � Hs

�
IRN

�
�

sup

xN � IRN
k�jxNu	�� xN �k

Hs�j����
�
IRN��

x�

� � ckuk
Hs
�
IRN

� 	
���

Corollaire �

Soit u � H	#� Alors �jxNu �
T

s�j������
Cj
b

�
xN !Hs�j����	x��

�
Corollaire �

L�application �
Hs	#� 
� C�

b

�
xN !Hs�j����	x��

�
u 
� �jxNu	xN �

est lin�eaire� continue et se pro�

longe de fa$con unique �a tout Hs	#�

Notation �

Soit K le plus grand entier tq K � s
 ��

Si j � K� 
ju � �jxNu	x

�� �� et 
 � 	
�� ���� 
K�

Proposition �

L�application �


 � Hs
�
IRN

� 
� Hs����	IRN ��Hs����	IRN �� ����Hs�K����	IRN �
u 
� 
u

est lin�eaire� continue et surjective�

Th�eor�eme �

Soit 
ouvert � IRN r�egulier et orientable�
Alors � on peut d�e�nir


 � Hs 	
� 
�
Q

� � j � N
Hs�j����	�
� 	
�
�
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� 	
� �

telle que� si u est r�eguli�ere� %ju �
�
�
��

�j
u��
 o�u � � �
 
� SN�� est la normale unitaire

sortante de �


Th�eor�eme � de Nicolas

Soit m � IN � 
 � IRN tel que 
 v�eri�e la propri�et�e de m�prolongement ou bien 
 born�e
r�egulier� On note �� la normale unitaire sortante de 

On note �


�	�� � ���� 	
���


�	�� � �r���� 	
���

� 
 � 
� � � � D �
� � � x � �
� 
� 	�� 	x� �
���

���
	x� 	
���

Si � � 
 � m 
 � Alors 
� se prolonge en une application lin�eaire continue surjective telle
que


� � Hm 	
� 
� Hm������ 	�
� 	
���

D�efinition � Hm
� 	
�

Soient m � � et 
ouvert � IRN r�egulier� orientable�

Hm
� 	
� � D	
�H

m 	
�
	
� �

Th�eor�eme �

Soient m � �� 
 � 	
�� ���� 
m���

A � fu � Hm	
� tq 
u � �g 	
���

� u � Hm	
�� &u	x� �



u	x� si x � 
�
� sinon

	
���

&H�	
� � fu � Hm	
� tq &u � Hm	
�g 	
����

Alors

Hm
� 	
� � A � &H�	
� 	
����

��� Th�eor�eme de Poincar�e

D�efinition � Ouvert born�e dans une direction

Soit 
ouvert � IRN

On dit que 
 est born�e dans une direction ssi � a � IR tq 
 �' 
 a� a(�IRN��� �a une
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� 	
� ��

rotation pr�es�

Notation � Norme� Semi�norme sur Hm 	
�

� u � Hm 	
�� kukm�� �

�� X
j�j�m

k��uk�
L�	
�


A���

� u � Hm 	
�� jujm�� �

�� X
j�j�m

k��uk�
L�	
�


A���

Proposition � In�egalit�e de Poincar�e

Soit 
ouvert � IRN � born�e dans une direction et m � IN �
Alors � sur Hm

� 	
�� la norme k�km�� est �equivalente �a la norme j�jm��

Remarque �

La proposition pr�ec�edente s��ecrit souvent �

� c	m�
� � � tq � u � Hm
� 	
� � kukm�� � c	m�
�jujm�� 	
��
�

Remarque �

	Hm
� 	
��

�

peut se repr�esenter comme un sous�espace de D�

	
� car �

D	
� ��� Hm
� 	
� �	 	Hm

� 	
��
� ��� D�

	
� 	
����

Notation �

Soit 
ouvert � IRN � r�egulier�

H�m 	
� �

��	u � D�

	
� tq � g� � L�	
� tq u �
X
j�j�m

��g�

��� 	
����

Proposition �

Soit 
ouvert � IRN � r�egulier� Alors 	Hm
� 	
��

�

� H�m 	
�
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Chapitre �

Probl�eme de Dirichlet pour

le Laplacien

Proposition � Probl�eme aux limites� formulation variationnelle� probl�eme de minimisation

Soit f � H�� 	
� o�u 
 r�egulier� born�e dans une direction�
Alors le probl�eme aux limites �

trouver u � H�
� 	
� tq 
)u � f dans H�� 	
� 	����

est �equivalent �a la formulation variationnelle �

trouver u � H�
� 	
� tq � v � H�

� 	
� �

Z
�

�ru��rv dx � f	v� 	��
�

�equivaut au probl�eme de minimisation �

trouver u � H�
� 	
� tq � v � H�

� 	
� � E	u� �
�




Z
�

j�ruj� dx
 f	u� � E	v� 	����

Proposition �

Le probl�eme ��� poss�ede une seule solution�

Proposition � Probl�eme de Dirichlet inhomog�ene

Soit 
ouvert � IRN � r�egulier� born�e dans une direction� f � H�� 	
� et g � H��� 	
��
Alors �* u � H� 	
� tq 
 
)u � f


�u � g
	����

Proposition �

Soit 
ouvert � IRN � r�egulier� born�e dans une direction� s � 
� et f � Hs 	
��
Alors la solution du probl�eme de Dirichlet �

trouver u � H�
� 	
� tq 
)u � f 	����
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v�eri�e �

u � Hs�� 	
� 	����

Lemme �

Soit u � H� 	
�� tq 
)u � L� 	
��

Alors � 	uk�k�IN � D
�

�
�

tq �

uh 
� u dans H�
�

�
�

	�� �

)uk 
� )u dans L�
�

�
�

	����

Notation � Prolongement

Soit v � D 	
��� On note P l�application d�e�nie par�

Pv 	x�� xN � �



v 	x�� xN � si xN � �

v 	x��
xN � si xN � �

	����

Lemme �

Soit v � D �
�
Alors

� )Pv� � �IRN �� P)v� � �IRN �


Z
IRN��

v 	x�� �� �N� 	x�� �� dx� 	�����
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Chapitre �

Op�erateurs elliptiques du ��e

ordre

��� Exemple de forme bilin�eaire sym�etrique

Soit 	aij���i�j�N une matrice telle que

� � � i� j � N� aij � L�	
� et � � � � tq � � � IRN �
X

��i�j�N
aij	x��i�j � �j�j�

Soit b � L� 	
�
Soit u� v � H� 	
�� On d�e�nit la forme bilin�eaire a par �

a	u� v� �
X

��i�j�N

Z
�

aij	x��iu	x��jv	x� dx�

Z
�

b	x�u	x�v	x� dx

Soit f � L�	
�� On suppose que � v � H� 	
�� f	v� �

Z
�

fv dx

On consid�ere le probl�eme variationnel suivant �

trouver u � H� 	
� tq � v � H� 	
�� a	u� v� � f	v� 	����

D�efinition � Forme bilin�eaire coercive

a est coercive sur H�
� 	
� ssi � � � � tq � u � H�

� 	
�� a	u� u� � �kuk�H�
�
��	

Lemme �

�� a est born�ee sur H� 	
��H� 	
�

� Si pp x � 
� b	x� � � et Si 
 est born�e dans une direction Alors a est coercive sur
H�

� 	
� et � u � H�
� 	
�� a	u� u� � �kuk�

H�
�
��	

�� Si � � � � tq inf ess b
� � � Alors a est coercive sur H� 	
� et � u � H� 	
��

a	u� u� � inf 	�� inf ess b� kuk�H���	

Notation �

Soit V et V � d�e�nis par �
�� V � H�

� 	
�� V
� � H�� 	
�� H � L�	
� ou bien par


� V � H� 	
�� V � �
�
H� 	
�

��
� H � L�	
�
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Notation �

On note �� la normale unitaire ext�erieure �a 
 et

�u

��A
�

X
��i�j�N

�

�xj

�
aij

�u

�xi

�
�j

Proposition �

Soit a bilin�eaire� born�ee� coercive sur V � V �
�� Soit f � V �� Alors � *u � V tq � v � V � a	u� v� � f	v�


� On prend V � H�
� 	
� Soit L � 


X
��i�j�N

�j 	aij	x��i� � b	x�

Alors u v�eri�e le probl�eme ��� ssi

Lu � f
u��
 � �

	��
�

Si aij � C�
�


�
Alors �j 	aij	x��iu	x�� � aij	x��

�
iju	x� � 	�jaij	x�� �iu	x�

�� Si V � H� 	
�� aij � C�
�


�
� f � L�	
� Alors u v�eri�e le probl�eme ��� ssi


Lu � f
���Au��
 � �

	����

�� Si f � L�	
� Alors la solution du probl�eme de Dirichlet est un �el�ement de H� 	
� 	 idem
pour la solution du probl�eme de Neumann ��

��� M�ethode spectrale

Soit H un espace de Hilbert s�eparable� V un espace de Hilbert et V � l�espace des formes
lin�eaires sur V � On suppose que

V
���
dense

H
���
dense

V � 	����

Soit f � V � et a une forme bilin�eaire sym�etrique sur V � V �
On suppose que a est continue� �M � � tq � u� v � V � ja 	u� v� j �MkukV kvkV �
On suppose que a est coercive� � � � � tq � u � V � a	u� u� � �kuk�V �
Alors � un isomorphisme A � L 	V� V �� tq � u� v � V � a 	u� v� �� Au� v �V ��V �
Notation �

� u � V � kuka �
p
ja 	u� u� j

� g � V �� kgka� � sup
kuka��

jg	u�j

Lemme �

�� k�ka est une norme sur V �

� A est une isom�etrie bijective d�espace de Hilbert ( �'

Notation �

Soit D 	A� � fu � V tq Au � Hg et � k � IN � D
�
Ak
�
�
�
u � V tq Aku � H

�
Soit G � A�� Alors G � V � 
� V est une isom�etrie bijective�

�� � u � V � kAuka� � kuka
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Lemme �

On muni D	A� de la norme de graphe� � u � V � kukD�A	 � kukV � kAukH �
Alors G � H 
� D	A� est un isomorphisme�

Lemme �

�� G � L	H�

� G est autoadjoint
�� G est positif
�� si V ��� H est compacte et 
 born�e Alors G est compact

Proposition �

� 	�n�n�IN � H une base hilbertienne et il existe une suite croissante et positive� 	�n�n�IN �
IR telle que � n � IN � G 	�n� �

�
	n
�n

Th�eor�eme �

Soit 
 � IRN un ouvert born�e r�egulier� On suppose que� V ��� H est compacte�
�� il existe 	�n�n�IN base hilbertienne orthonorm�ee de H

��� u � H 
	
X
n��

j 	�n� u�H j� �� et alors u �
X
n��

	�n� u�H �n


� il existe
�


np
	n

�
n�IN

base hilbertienne orthonorm�ee de V


�� u � V 
	
X
n��

�nj 	�n� u�H j� �� et alors u �
X
n��

	�n� u�H �n

�� il existe
�p

�n�n
�
n�IN base hilbertienne orthonorm�ee de V

��� f � V � 
	
X
n��

�

�n
j 	�n� f�V�V � j� �� et alors f �

X
n��

	�n� f�V�V � �n

Corollaire �

Soit k � IN
Alors u � D	Ak� 
	

X
n��

��kn j	u� �n�j�H ��

Th�eor�eme �

Soit u� � V Alors � u � C�
�
IR�

t !V
�T

C�
�
IR�

t !H
�
qui v�eri�e �


�tu�Au � �
u	�� � u�

	����

D�efinition �

Soit W un espace de Hilbert et u � IR 
� W
Alors u � C� 	IR !W � ssi lim

�t��
ku	t� �t�
 u	t�kW � �

u � C� 	IR !W � ssi � u� � C� 	IR !W � tq lim
�t��

����u	t� �t�
 u	t�

�t

 u�	t�

����
W

� �

Lemme �

W � L� 	IN� �� ( �'

�� u �W �� u � ��n�n�IN et
X
n�IN

��
n�n ��
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�� Si � n � IN � �n � C� 	IR t� (
�' Alors u � C� 	IR !W �


� Si � n � IN � �n � C� 	IR t� (

' Alors u � C� 	IR !W �

Corollaire �

u� � D
�
Ak
�

�	 u � C�
�
D
�
Ak
��T

C�
�
D
�
Ak��

��T
Ck	H�

Th�eor�eme �

Soit u� � V � u� � H Alors �* u � C� 	IR t!V �
T
C�
�
IR t!H

T
C� 	IR t!V

��
�
solution de ���	

��t u
Au � �
u	�� � u�
�tu	�� � u�

De plus� u	t� �
X
n��

�
cos
�
t
p
�n

�
��
n �

sin
�
t
p
�n
�

p
�n

��
n

�
�n

��� Calcul du Laplacien en coordonn�ees sph�eriques

����� Calcul

On consid�ere le changement de variables suivant� � 	 �'�� 
�(� � �'
 �
� �

�
� (� r �'����(���	 x � r cos 	 cos�

y � r sin 	 sin�
z � r sin 	

Soit F � 	r� 	� �� 
� 	x� y� z�

Proposition �

Le syst�eme de coordonn�ees 	r� 	� �� est un syst�eme orthogonal mais pas orthonorm�e�

ds� � dx� � dy� � dz� � dr� � r� cos� �d	� � r�d�� 	����

Notation �

	d��
�
� 	dy � dz�� � 	dz � dx�� � 	dx � dz�� 	�� �

Corollaire �

La trace de d� sur S� est ce qu�on trouve dans

ZZZ
r� cos�drd	d� dans l�int�egrale par rapport

�a 	 et � uniquement ( �'�

d��S� � jcos�j jd	 � d�j �f���S�	 	����

�� � ��n�n�IN � L� �IN��� tq � t � IR � j�n�t�j � �n
�� � ��n�n�IN � L� �IN��� tq � t � IR � j��n�t�j � �n
	� C
est probablement l
�enonc�e le plus clair du monde�
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Th�eor�eme � Laplacien en coordonn�ees sph�eriques

indexsph�erique

F 
 	)u� �
�

r� cos�

�
�r
�
r� cos��r 	u � F �

�
� ��

�
�

cos�
�� 	u � F �

�
� �
 	cos��
 	u � F ��

�

D�efinition � Moyenne de u sur les sph�eres

Soit u � C�
�
IRN

�
� On appelle moyenne de u sur les sph�eres� � p � IRN tq p � r��

u�	p� �
�

jSN��j
Z
SN��

u	r��d�N��	�� 	����

Proposition �

Soit u � C�
�
IRN

�
� Alors 	)u�� � )

�
u�
�

D�efinition � Fonction radiale

Soit u � C�
�
IRN

�
� On dit que u est radiale ssi

� f � C�
�
IR�

�
tq � p � IRN � u	p� � f	jpj� 	�����

Lemme �

Soit u � C�
�
IRN

�
� radiale� Alors )u �

�
��r �

N��
r �r

�
	u� � �

rN��
�r
�
rN���r

�
Lemme �

Soit u � L�
loc

�
IRN

�
tq � i� �iu � L�

loc

�
IRN

�
et u radiale�

Alors � � � D �IRN
�
�

� u�� �� jSN��j
Z
r��

f	r���	r�rN��dr

et

� u�)� �� 
jSN��j
Z
r��

f �	r����r	
�

rN��dr 	�����

Lemme �

Soit u � D� �IRN
�

tq u�IRN nf�g � L�
loc

�
IRN nf�g� et u radiale�

Si )u�IRN nf�g � � Alors � c� c� � IR tq fN 	r� �



c ln r � c� si N � 

c

N��
�

rN��
� c� si N � 


Lemme �

L�application D �IRN nf�g� 
� D 	'����(� est surjective�
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Th�eor�eme � Solutions �el�ementaires radiales du Laplacien

Les solutions �el�ementaires radiales et L�
loc

�
IRN nf�g� sont�

E� �
�


�
ln r � c� 	���
�

et

EN �
�

jSN��j	N 
 
�

�

rN��
� avec N � 
 	�����

����� Existence d�une fonction de Green pour le Laplacien �inho�
mog	ene


On consid�ere le probl�eme� 

)u � f dans 

u � g dans �


	�����

Notation �

� N � �� � x� y � IRN � KN	x� y� � EN 	x
 y�

Th�eor�eme �

Soit 
 � IRN ouvert born�e et r�egulier� Soit u � C�
�


�
Alors � x � 
�

u	x� �

Z
�

K	x� y� )u	y� dy �

Z
��

�K

�n	y�
	x� y� u	y� d�	y� 


Z
��

K	x� y�
�u

�n	y�
	y� d�	y�	�����

Notation �

On note Hx la solution du probl�eme de Dirichlet�

)yHx	y� � � � y � 

Hx	y� � 
K	x� y� � y � �


	�����

Ce probl�eme a une seule solution Hx � C�	
��

Notation � Fonction de Green

On d�e�nit la fonction de Green avec condition de Dirichlet�

� x� y � 
� GD	x� y� � K	x� y� �Hx	y� 	��� �

Alors )yGD � )yK et GD	x� ����� � �

Th�eor�eme �

Si u � C�
�


�
Alors � x � 
�

u	x� �

Z
�

GD	x� y� )yu	y� dy �

Z
��

�GD

�n	y�
	x� y� u	y� d�	y� 	�����
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Th�eor�eme �

Soit 
 un ouvert born�e r�egulier de IRN et k � IN � Alors

	)� 
�� � Hk��	
� 
�
�
Hk	
�� Hk����	�
�

�
est un isomorphisme�

Th�eor�eme �

Soit 
 un ouvert born�e r�egulier de IRN et k � IN � Alors

	I 
)� 
�� � Hk��	
� 
�
�
Hk	
�� Hk����	�
�

�
est un isomorphisme�

����� Formulation int�egrale sur le bord de l�ouvert

Proposition �

Soit N � 
 ou �� Soit 
 un ouvert de IRN � born�e� r�egulier et connexe� Soit a une forme
bilin�eaire� born�ee� coercive et sym�etrique surH�

� 	
�� Soit +a une forme bilin�eaire surH���	�
�
d�e�nie par�
� +g� +h � H���	�
�� on d�esigne par g � H�

� 	
� 	 resp� h � H�
� 	
� � l�unique solution du

probl�eme� 

a	g� �� � �� � � � H�

� 	
�

�g � +g dans �


	�����

et

+a	 +g +h� � a	g� h� 	��
��

Alors

�� +a est born�ee� sym�etrique� coercive ou semi�coercive�

� Par dualit�e� on associe �a a 	 resp� +a � l�op�erateur A 	 resp� +A �� Si +g est r�eguli�ere� Alors

+A +g �
�g

�nA
	��
��
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Chapitre �

Syst�emes hyperboliques du

�er ordre

	�� Equations scalaires en �D

����� Quelques consid�erations sur �t � �x

On consid�ere le probl�eme de Cauchy �

trouver u tq



ut � ux � � � t� x � IR
u	�� x� � u�	x� � x � IR

	����

Proposition �

Si u� � S �	IR x�Alors le probl�eme de Cauchy ��� poss�ede une seule solution u � C� 	IR t!S �	IR x��
et

� t� x � IR � u	t� x� � u�	t
 x� 	��
�

����� Equations scalaires 	a coe
cients variables

D�efinition � Courbe caract�eristique

On appelle courbe caract�eristique de �t � c	t� x��x passant par 	t�� x�� la solution maximale
X de �

d
dtX	s! t�� x�� � c

�
s�X 	s! t�� x��

�
X	t�! t�� x�� � x�

	����

D�efinition � Ouvert de d�etermination

Soit 
ouvert � IR �� On dit que 
 est un ouvert de d�etermination pour des donn�ees �a

t � � ssi � 	t�� x�� � 
� le segment de caract�eristique
n�

s�X	s! 	t�� x���
�

tq s � (�� t�'
o
est

enti�erement contenu dans 
�

D�efinition �

Soit 
ouvert � IR �� born�e� tel que 
 est un ouvert de d�etermination pour des donn�ees �a
t � �� Soit 
� � 


T ft � �g et u� � C� 	
��
Alors le probl�eme de Cauchy poss�ede une seule solution dans 
 et �

� 	t� x� � 
� u	t� x� � u� 	X	s! t� x�� 	����
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Lemme � �
�t � c	t� x��x

�
u
�
s�X	s! t� x�

�
� �

Proposition �

Soit 
 un tube caract�eristique� Alors

ku	t�k�L���t	 � ku	��k�L����	 �
Z
���t
	IR

�xx	s� x�u
�	s� x� dxds 	����

De plus Si �xc	t� x� � � Alors la fonction t 
� ku	t�k�L���t	 est d�ecroissante et la solution
est dissipative�
Si �xc	t� x� � � Alors la fonction t 
� ku	t�k�L���t	 est constante et la solution est conser�
vative�

Proposition �

Soit k � IN � On suppose que c	t� x� � C�b 	IR ��� Si u� � Hk	IR � Alors le probl�eme de

Cauchy poss�ede une seule solution u telle que u � C�
�
t!Hk	IR �

�

Lemme �

�tv � c�xv � �v � �

variation des constantes

v	t� x� � e
�
Z
���t


�
�
s!X	s! t� x�

�
ds
u	t� x�

Alors

�t � c	t� x��xu � �

( �'

	�� Syst�eme hyperbolique sym�etrique

Soit 	Aj�j�������N � B �M	IRN � et I l�identit�e de M	IRN ��
On suppose que � j � �� ���� N � Aj est sym�etrique� On d�e�nit l�op�erateur L par

L � I�t �
X

��j�N
Aj�j �B

Notation �

S	IR N
x � �



u � C�	IRN

x � tq � �� ��� INN � � c � � tq sup
x�IRN

��x���u�� � c

�
�� Exercice 
 compl�eter l
�enonc�e jusqu
�a obtenir un lemme bien r�edig�e ���
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C�
�
IR�

t �S�IRN
x 	

�
�

��	u�C��IR�

t 	IRN
x 	 tq 
 T��������INN ���IN� � c�� tq sup

jtj�T

x�IRN
x

��x���t ��xu�� � c

���

Th�eor�eme �

Soit u� � S	IR N
x �� Alors �* u � C�

�
IR�

t !S	IRN
x �
�
tq
 Lu � � dans IRN

x � IR�
t

u	�� x� � u�	x� dans IRN
x

	����

Notation �

Soit u � C�
�
IR�

t !S	IR N
x �
�
� On note

bu	t� �� � �

	
��N��

Z
IRN

�

e��x�u	t� x�dx

Lemme �

Soit b la plus grande valeur propre de 
	B �B
�� Alors

� � � IRN
� � � t � ��

�����e��t
�
A��	�B

�

������ � etb

Lemme �

j���bu	t� b�j� � etb j���cu�	��j� � etbA�te
tb jcu�	��j�

Corollaire � Solution de ���

Soit k � IN et u� � Hk	IRN
x ��

Alors �* u � C�
�
IR�

t !H
k	IRN

x �
�
telle que u v�eri�e ����

De plus�

� � � 
 � k� u � C�
�
IR�

t !H
k��	IRN

x �
�

	�� �

Th�eor�eme � Compl�etude de C�
�
(�� T '!Hk	IRN

x �
�

C�
�
(�� T '!Hk	IRN

x �
�
muni de la norme k�k,L�����T 
	 est un espace complet�

Notation �

Soit u � C�
�
(�� T '!L�	IR N

x �
�
� Alors ( �'

� t � �� ku	t�k�L��IRN 	 �

Z
IRN

x

�
u	t� x�� u	t� x�

�
CI N

dx 	����

�� On note �� �
CI N

le produit scalaire dans CI N
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Corollaire � Estimation globale en �energie

Soit u � C�
�
(�� T '!L�	IR N

x �
�
solution de ���� Alors ( �'

� t � �� ku	t�kL��IRN 	 � ku	��k�L��IRN 	�

Z
��s�t

� 
	B�B
�u	s� ��� u	s� �� �L��IRN 	 ds

De plus�
�� Si B est anti�adjoint ( 
' Alors le probl�eme est conservatif�

� Si B � B� � � Alors le probl�eme est dissipatif�

�� On note ���
L��IRN � le produit scalaire dans L��IRN �

�� B � �B�
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