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Chapitre 1

Quelques problémes
d’évolution linéaires

Dans ce Chapitre Nous allons voir rapidement les trois problémes d’évo-
lutions linéaires les plus importants, tous issus de la physique, & savoir I’équa-
tion de la chaleur, I’équation des ondes et I’équation de Shrédinger.

Comme références concernant ce chapitre on peut consulter [1,7,9 et 10]

1.1 Equation de la chaleur

L’équation de la chaleur

Zu(x,t) = Au(z,t) z€Qt>0
w(z,0) = ug(z) r € Q, (1.1)
U|F =0

oit Q un ouvert de RV de frontiére T' = 6Q. La condition (1.1(2)) est dite la
condition initiale, et la condition (1.1(3)) est la condition au bord.

Solution fondamentale

1.1.1. Definition. Soit I un opérateur différentiel a coefficient constant sur
RN. On appelle solution fondamentale de lopérateur L toute distribution
E € D'(RN) qui vérifie

LE =4 la masse de dirac a l'origine.

1.1.2. Proposition. Soit F une solution fondamentale de lopérateur I,
et S € E'(RN). Alors la distribution Ty = F * S est solution de [’équation
LTy = S. De plus, Uensemble des solutions T € D'(RN) de I’équation

LT =S5
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est égal @ {T = Ty + U, avec U € D'(RY), t.q. LU = 0}.
Preuve. Si S € &' alors L(E«xS)=L(F)*S=4d%5=5.
Soit U =T — Ex S. 1l est clair que LT = S si et seulement si LU =0. O

1.1.3. Proposition. La solution fondamentale de "opérateur de la chaleur

— —cA, ot ¢ > 0, définit sur Rx RN est donnée par la fonction localement

intégrable
Gz, t) =1 t _ |$|2 1.2
($7 ) - ]07+oo[( )(4C7Tt)N/2€$p Act ( . )

Preuve. Pour ¢ > 0, par le changement de variables v = x/v/2ct et par
application du théoréme de Fubini,

/RNG(x,t) dx = (277)—N/2/eggp(_|u|2/2) du — (\/%/Re—lfz/z dyc)N .

Ceci prouve, en particulier, par Fubini, que G € LIOC(RN‘H). Soit maintenant
¢ € D(RN*!) on a

<8G > = / / (x,t) dtdx
= _il—%/s /E(x,t)G(x,t) dtdz.
Par intégration par parties, on obtient
oG .
<E’¢>:_ll—% / /(bwt (x,t) dtdx
+ /(b(x,e)G(x,e) d. (1.3)

Or,sit >0, G(x,t) = t=N2G(x/\/t,1). Donc, en faisant le changement de
variables = uy/e,

/¢(9€7€)G(9€,€) dr = /qﬁ(u c,6)G(u, 1) du

et donc par convergence dominée, cette expression tends vers ¢(0) [ G'(u, 1)du =
#(0). D’autre part, G est C*° sur le complémentaire de R x {0} et un calcul
élémentaire montre que 8G/8t = cAG sur RV x]0, 00], et donc si ¢ > 0,

/ /cb (2, t (z,t) dtde = /:O/ab(x,tma(x,t) dtdx
= /:O/CAqb(x,t)G(x,t) dtdz.

Par passage a la limite, on déduit de (1.3) que

(52,0} = e < AGL6 > +6(0),
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i.e. 0G /0t — cAG = 6. O
1.1.4. Remarques.

1. La fonction G est indépendante des rotations "en espace": elle dépend
seulement de |z|? la distance de z & origine.

2. La fonction G est C*°(RN*1\ {0})

Concernant le probléme de la chaleur sur RV

_ N
{u?_Au reRY >0 (1.4)

u(z,0) = ug(z) z € RN,
on donne le

1.1.5. Théoréme. On suppose que ug € BC(RY), alors la fonction définie,
pour x € RN, t >0, par

u(z,t) := G, 1) %y uo—/ (z —y,tuo(y) dy

est solution (classique) de (1.4). En plus elle vérifie
1 uec® (RNX]O, oo[),

2. Pour tout RN li t) = :
our tout xg € ’(x,t)—ifgo,0+)u($7 ) = ug(20)

Preuve. 1. Comme la fonction G est BC™ (R)" x [§, oo[, pour tout § > 0, on
voit que u est C'°°. De plus, comme la fonction GG est solution de I’équation
de la chaleur, on voit que, pour z € RV, t > 0

wi(z,t) — Au(z,t) = [Gy — AG] % up(z,t) = 0.

2. On fixe 9 € RN, € > 0. Soit § > 0 t.q. |uo(y) — uo(zo)| < € dés que
ly — zo| < 0. Alors, si |z — 2| < 6/2,0n a

u(e.t) —utea)| = | [ 6o = y.0lualy) — wofoo)| dy
< [ Gyt - o)l dy
B(z0,8)
Loy O =9 Dls) — wo(eo)] dy
= I+J

On voit que I < ¢ [ G(z—y,t)dy = €. De plus, si [z —ao| < §/2 et |y—ao| > 4,
alors

) 1
ly =0l < Iy =l + 5 < Iy — ol + 5ly — vol.
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Alors |y — 2| > $|y — ol. Donc

J < zuuoum/w\B( Gl = w0y
Lo,

< C / _ 'mzi"2 J
— €
= N2 SR\ B(wo,8) i
C ly—=o
< — e~ 16t
= tN/2 /RN\B(xO,S) i
c /OO — N-1
= —= e w6t dr — 0
tN/Z 5
ast — 07T, [l

Meéthode de 1’énergie
On considére maintenant I’équation de la chaleur mono-dimensionnelle:
ur(2,1) = upe (2, t) 10,

z €]0,1
u(z,0) = ug(x) z €]0,1
u(0,t) = 0, u(1,t) = 0.

[[t>0

. (1.5)

1.1.6. Lemma. Estimation de I’énergie. Soit u une solution C* de I’équa-
tion de la chaleur (1.5). Alors pour tout T > s > 0 la solution u vérifie

1

/01 u?(z, 7)dx §/ u?(z,s)dz.

0

Preuve. Noter d’abord

d

%u = 2uu; = 2Uly,

= 2(uuy), — 2ul.
Intégrons par rapport & z, on obtient
1 1 1
—/ (u(2.1)) dx:u(l,t)ul,(l,t)—u(O,t)ul,(O,t)—/ 2 (a, 1) da.
2 Jo t 0

En utilisant les conditions au bord, on obtient

1 1 Uo7
/uz(x,r)dw—/ u?(z,s)de = //(uz)tdtdx
0 0 0 Js
1 7
= —2/ / ul dtdz < 0.
0 Js
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On considére & nouveau le probléme (1.1), ot 'ouvert Q ¢ RV est borné
de frontiére 9Q de classe C1, et T > 0 donné. On note Qr := Q2x]0,T], et
C(Q’l)(QT) = {u:Qr — R|u, Dyu, D2u,u; € C(Q7)}.

La proposition suivante est une généralisation directe de la proposition
1.1.6 au cas général:

1.1.7. Proposition. Estimation de I’énergie. Soit u une solution C* de
Uéquation de la chaleur (1.1). Alors pour tout t > s > 0 la solution u vérifie

/Q|u($vt)|2d96§/Q|U(96,s)|2dac.

1.1.8. Remarque. Cette inégalité signifie qu’en norme L2, la solution est
décroissante.

1.1.9. Théoréme (unicité par la méthode d’énergie). Il existe au plus
une solution u € CN(Q) du probleme

(1.6)

uy = Au  dans Qp
U = ug sur 09

Preuve. 1. Si v est une autre solution, posons w := u—w, alors w est solution

de
{ w; = Aw  dans Qp

w=20 sur Q7

2. Soit, pour 0 < t < T, E(t) := § [q w?(z,t) dz, Pénergie associée & w. Alors

E'(t) = /wwtdx:/ wAwdx
Q Q
= —/ |Vw|?dz <0,
Q

ce qui prouve (la décroissance de I""énergie" voir 1.1.7): F(t) < E(0) = 0,
forall 0 <t <T,ie w=0dans Q. O

1.2 Equation des ondes

L’équation des ondes
(1.7)

ot  est un ouvert de RV de frontiére I' = 9Q. On remarque ici les deux
conditions initiales.
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Solution Fondamentale

Contrairement & 'opérateur de la chaleur, la solution fondamentale de
I'opérateur des ondes est fonction de la parité NV, de la dimension de ’espace.

1.2.1. Proposition. N=1. La solution fondamentale de Uopérateur des
0? 0? L ‘
ondes — — — sur R?, est la distribution sur R? donnée par la fonction

ot? Oz

1
FEy ($7 t) = 51{x>|t|}

1.2.2. Proposition. N=2. La solution fondamentale de Uopérateur des
0? 0? 0?

ondes — — —= — —— sur R3, est la distribution sur R® donnée par la
otz 922 Oy? ’ P

fonction

1 .
iy SV

0 SInon.

E2($7t) = {

Meéthode de 1’énergie

On considére maintenant une équation d’onde mono-dimensionnelle:

gt (2, t) = gz (x,t) z €]0,1[,t >0

u(z,0) = ug(x) z €]0, 1],

u(z,0) = uy () z €]0, 1], (1.8)
u(0,t) = 0, u(l,t) =0

1.2.3. Lemma. Conservation de ’énergie. Soit u une solution C? de
Uéquation des ondes (1.8). Alors pour tout 7 > s > 0 la solution u vérifie

1

1
/uf(ac,r)—l—ui(x,r)dw:/ ul(z, ) 4+ ui(z, s)de.
0 0

Preuve. Comme pour la preuve de 1.1.6. Soit u une solution de (1.8), alors

0 = (utt_uxx)ut
Cold, . 4 d
= 5o+l = (),

En intégrant sur [0, 1] x [s, 7], et aprés changement de 1’ordre d’intégration,
on obtient

/01 (u? (2, 7) + v2(2,7)) da - /01 (v (2,5) + ud(2,5)) da
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= // ut—l—u ) dtdx
= A/(JQ%(utux)dxdt

_ /2u$(1,t)ut(1,t)dt—/ 20, (0, ) us(0, £)dt = 0

en utilisant les conditions aux bords. O

On revient a I’équation (1.7) et on suppose que 'ouvert §2 est régulier et
borné. La proposition suivante est une généralisation directe de la proposition
1.2.3 au cas général:

1.2.4. Proposition. Conservation de I’énergie. Soit u une solution de
Uéquation des ondes (1.7). Alors pour tout T > s > 0 la solution u vérifie

1 2 2 1 2 2
5/9 (ut + |Vu| )(T,x) de = 5/9 (ut + |Vu| )(s,x) dx.

1.2.5. Remarque. Cette égalité signifie que I’énergie est constante.
On revient au probléme d’onde non homogéne: Q ¢ RN avec une frontiére

réguliére et on note Qp := 0x]0,T], Tt := Q7 \ Qr, ot T > 0 fixé.

uy = Au+ f dans Qr
U= ug sur I'r, (1.9)
U = Uy sur Q x t =0,

1.2.6. Théoréme (unicité). Il eviste au plus une solution u € C(Qr)
solution de (1.9)
Preuve. Si v est une autre solution, on pose w:=u —v et pour 0 <t <7T

1
E(l) = 5/ wi(z,t) + V(e 1)) de
Q
I’énergie associée & w. Alors par un simple calcul,
E'(t) = / (wywy + Vw - Vuy) dz = 0.
Q

On conclut en remarquant que E(t) = F(0) = 0. O

On va maintenant examiner le domain de dépendence des solutions de
I’équation des ondes dans tout I’espace. Pour cela, on suppose u € C? est
solution de

u = Au dans RN x]0, +o0[.

On fixe 29 € RN, ty > 0, et on considére le cone

Crote = {(z,8) |0 <t < to, |7 — o] < to—t}.



12CHAPITRE 1. QUELQUES PROBLEMES D’EVOLUTION LINEAIRES

(0, o)

B($07 to — t)

1.2.7. Théoréme (vitesse de propagation finie). Si u = u; = 0 sur la
boule B(zg,to) alors uw =0 sur tout le cone Cyy 4.
Preuve. Soit, pour 0 <t < tg

— 1 2 2
E(t) = 5/B(Im_t) (e, t) + [Vu(z, ) do.
Alors

El(t) = / (gt + Ve - Vaig) d
B(l’o,to—t)

1 2 2
_5/8]3(%7750_75) (ut (z,t) + |Vu(z,t)] ) do

= / ut(utt — AU) dx
B(l’o,to—t)

Jdu 1, 1 2)
oy — — n_ L . .
9B (zo,to—1) (31/ut 2“75(967 ) 2|Vu(gc7 )| .

— 8u 1 1 ,
B /813(950,7:0_7:) (8_1/% = gu2i(z,t) = S[Vu(z, 1) ) do

Comme (Caucy-Schwarz)

_I_

1 1
| < |[u| Vu| < 5“? + §|VU|27

2
0

on obtient E'(t) < 0 alors E(t) < E(0) = 0 pour tout 0 < ¢ < ty. Alors
uy =0, Vu = 0 et donc u = 0 sur le cone. O
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1.3 Equation de Shrodinger

L’équation de Schrédinger dans RV

— N
{ut_zAu reRY >0 (1.10)

u(z,0) = ug(z) z € RN,
On commence par
1.3.1. Proposition. Une solution fondamentale de 'opérateur de Schrédin-

J . ‘
ger — — icA sur R x RN+ est donnée par la fonction

ot

m ElS

E(z,t) = 1y yoo(t)exp (—z(n - 2) 4) mexp (—@) . (111

Comme dans le cas de I’équation de la chaleur on remarque que
1.3.2. Remarques.

1. La fonction F est indépendante des rotations "en espace'.

2. La fonction F est C*°(RN*1\ {0}) elle est méme analytique pour ¢ # 0.
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Chapitre 2

Semi groupes et problémes de
Cauchy

Comment résoudre un probléme de Cauchy associé & une équation diffé-
rential (EDO ou EDO) de la forme

u' = Au t>0

2.1

{ u(0) = uo. (2.1)

Si A est un nombre ou bien une matrice, alors la solution est sous la forme
u(t) = eug.

La forme de cette solution dépend certainement de la possiblité de définir
la fonction exponentielle: Dans les deux cas ci dessus, méme si A est un

opérateur linéaire borné, e’ est définie par une série:
ATL
€A = E —'
n!
n>0

Mais quel sens donner & e*4 si A est un opérateur linéaire non borné? Est ce
que tout opérateur admet une exponentielle? On va essayer dans ce chapitre
de répondre 4 ces questions.

Comme références concernant ce chapitre on peut consulter [1,2,4,5,6,8
et 10]

Dans tout ce chapitre, et sauf mention du contraire, X est un espace de
Banach, et A un opérateur linéaire non borné.

2.1 Cy-semi-groupe

2.1.1. Definition. Une famille (G/(t));>0, d’opérateurs linéaires bornés sur
X, est dite semi-groupe fortement continue ou bien Cjj-semi-groupe,
si elle vérifie:

15
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1. G(t+s) =G{t)G(s) =G(s)G(t), t,s > 0,
2. G(0) =1,
3. Pour tout € X, 'application

[0,00] — X
t — Gtz

est continue.

2.1.2. Remarques:
1. La premiére propriété est la propriété exponenetielle.

2. En utilisant 1, il est fagile de montrer que la condition 3 est équivalente
a la continuité en zéro. D’on I'appellation Cp-semi-groupe.

3. Si A est un opérateur borné, on a alors 'uniforme continuité: La fonc-
tion

[0,00] — L(X)
t — G(t)

est continue. On peut méme prouver qu’il y a équivalence (en appli-
quant le théoréme de graph fermé et le théoréme 1.8).

2.1.3. Lemme. Soit w : [0, 00[— R une fonction majorée sur tout interval
borné et sous-additive (i.e. w(t+ s) < w(t) + w(s)). Alors
w(t)

t
inf —= = lim M
>0 t—=oo

Preuve. Notons d’abord q)ue les deux membres de 1’égalité peuvent étre
—00. Soit wp := infysg 2 et soit v > wp. Il existe alors tg > 0 avec
w(to)/to < 7. For t > 0, 1ls existent n € Net 0 < r < {g, tels que w(t)/t <
(nw(to)+w(r))/t. Lorsque t — 0o, n/t — 1/tg et w(r)/t < supyepo o w(s)/t,
alors

w(t) _ it

lim sup —=
t—)oop t - tO

< 7.

2.1.4. Proposition. Soit (G(t)) un Cy-semi-groupe. Alors la limite

log ||G/(t
e o i B GO

t— 0o t
existe (ou bien —oo). En addition pour tout v > wq, il existe une conctante
M., > 0 tel que ||G(t) < M,e". Ce nombre, wy, est appelé le type du semi-
groupe.
Preuve. De la propriété exponentielle, on voit que la fonction log ||G/(t)|| est
sous-additive. De plus, comme ¢ — G/(t)x est fortement continue, elle est
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bornée sur tout intervalle bornée, et par le théoréme de Banach-Steinhauss,
|G ()] est bornée sur tout intervalle. Par le lemme précédent, wq existe et
est I'inf. Pour tout v > wy, il existe ¢y tel que log ||G(¢)||/t < v pour tout
t > to, ie. ||G(t)|| < €. Prendre alors

M, :=max(l, sup e 7).
tef0 ol

2.1.5. Exemple. (semi-groupe Shift) Soit X = L%(0, 1) et soit

G (b)) (@) = { wlti) soti<d

Alors G(t) = 0, pour t > 1. Le type est —oc.
2.1.6. Definition. Le générateur A: D(A) C X — X d’un Cy-semi-groupe
(G(t)) est 'opérateur

Az = lim M
t10 t

définie pour tout z dans son domain
D(A) := {2 € X| la limite existe}.

2.1.7. Remarques:
1. Az n’est autre que la dérivée en zéro de la fonction continue ¢ —
G(t)e.
2. Cette définition est valable pour les cas oti A est borné.
3. 1l n’est pas clair que D(A) ne soit pas trivial. On va voir plus tard
qu’en fait c’est un sous-espace dense de X.
2.1.8. Lemme. Soit (A, D(A)) le générateur d’un Cy-semi-groupe (G(t)).
Alors
1. A:D(A) C X — X 1is a linear operator.

2. Pouraz € X,
. 1 t+h
}Ll_% E/t G(s)zds = G(t)x.
3. Six e D(A) ett >0, alors G(t)z € D(A) et
d
7 (G(t)z) = AG(t)z = G(t)Ax.

4. Pour tout x € X and tout t > 0, [{ G(s)zds € D(A) et

A (/OtG(s)x ds) =G(t)r — 2.
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5. Pour tout € D(A) et tous s,t >0,
t t
Gt)x — G(s)x :/ G(r)Azdr :/ AG(T)zdr.

Preuve. 1. est trivial.
2. Calcul direct en utilisant la continuité de t — G/(t)z.
3. Soit € D(A) et h >0, 0on a

G(t+h)x —Gt)r  G(h) -1 G(h)z —z
- = Y Gty = G(t) . ,
et
G(t)r —G(t—h)x Gh)z — =z
- =G(t—h) -

11 suffit de faire tendre h — 07.
4. Soit h > 0, on a

hy—1 [t 1t
%/ Gls)eds = —/ (G(s+ h) — G(s))a ds
h 0 h Jo
1 t+h 1 h
= E/t G(s)z ds — A G(s)z ds.
En utilisant 2, la limite est G'(t)z — 2.
5. Direct. g

2.1.9. Théoréme. Le générateur d’un Cp-semi-groupe est un opérateur
fermé densement définie qui détermine le semi-groupe d’une facon unique.
Preuve. D’aprés 2.8.2, . = limj,_,o+ %foh G (s)z ds, ce qui prouve la densité
du domaine. Soit maintenant (z,) C D(A), z, — x et Az, — y. Alors, par
2.1.8.5,G(h)x,, — x, = foh G/(s)Az,, ds. Par passage a la limite on obtient

Gh)z —x = /OhG(s)yds.

On divise par h, puis faire tendre h — 0. (|

2.1.10. Exemples (Shift semigroup).
1. Soient X = LP(R), p > 1 et (G(t)f) (z) = f(z + 1), pour t,z € R.
(G(t)) définie un Cy-(semi)-groupe. Le générateur est
Af =1
avec domaine
D(A) :={f € L?(R) | f absolument continue et f' € L?(R)}.
2. Soient X = BUC(R), et (G(t)f) (z) = f(z +t), pour t,z € R. (G(t))
définit un Cy-(semi)-groupe. Le générateur est
Af =T,
avec domaine

D(A) :={f € BUCR|] f est dérivable et ' € BUCR]}.
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2.2 Théorémes de Hille-Yosida

Le probléme fondamentale de la théorie de semi-groupe est la caractéri-
sation des générateurs de semi-groupe.

2.2.1. Definition. Un semi-groupe (G/(t)) est dit de contractions si pour
£ 0, G < 1.
2.2.2. Lemma. Soit (A, D(A)) un opérateur fermé densement définie. On
suppose qu’il existe w € R et M > 0 tels que [w,00[C p(A) et [|AR(X, A)|| <
M pour tout X > w. Alors:

(i) pour tout x € X, AR(X, A)x — x lorsque A — oo.

(11) pour tout x € D(A), NAR(X, A)x = AR(\, A) Az — Az lorsque A\ —

0.

Preuve. Si y € D(A), alors AR(A, A)y = R(X, A)Ay + y. Cette expression
converge car ||R(\, A)Ay|| < &, et par densité du domaine on obtient le

premier point. Le deuxiéme point est une conséquence du premier point et
par le fait que A est fermé. O

Ce lemme suggére une approximation bornée A, de A.

2.2.3. Théoréme de Hille-Yosida. (Cas de contraction).
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire sur un espace de Banach X. Les pro-
priétés sutvantes sont équivalentes:

(i) (A, D(A)) enegendre un Cy-semi-groupe de contractions.
(i) (A, D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout X > 0 on a A €
p(A) et

IAR(A, A)|| < 1.

(11i) (A, D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout A € C, ReX > 0

on a X € p(A) et

1
MNA < —.
1RO AN < =

Preuve. Il suffit de montrer (ii)=>(ii).

Shéma de la preuve: On pose A, := nR(n,A) = n*> — R(n, A) — nl et
T, (t) := exp(tA,) et on démontre les points suivants:

1- T(t)x := lim,—e T (t)z existe pour tout z € X.

2- (T'(t)) est un Cy-semi-groupe.

3- (A, D(A)) est le générateur.

2.2.4. Definition. L’opérateur (A, D(A)) est dit générateur d’un Cy-groupe

si et seulement si A et —A engendrent des Cy-semi-groupes (G1(1))s>0 et
(G2(1))¢>0 respectivement. Le groupe (G(t));er est alors définit par

Gl(t) sit Z 0
Gt = { Ga(—t) sit<0.
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On obtient alors:

2.2.5. Corollaire. (Cas de groupe d’isométries)
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire sur un espace de Banach X. Les pro-
priétés survantes sont équivalentes:

(A) et
IAR(X, A)|| < 1.
21 , est fermé, densement définie, et pour tout A € 1N on a
i) (A, D(A f d défini A e C\iR
A€ p(A) et
1
R(A A <
1RO A< ey

2.2.6. Théoréme de Hille-Yosida. (Cas général)
Soient w € R et M > 1, (A, D(A)) un opérateur linéaire sur un espace de
Banach X. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) (A, D(A)) enegendre un Cy-semi-groupe (G(t))i>o vérifiant pout tout
t>0
IGOI < Me!

(i1) (A, D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout X > w on a X\ €
p(A) et pour tout n € N on a

I[A = w)R(A, A < M.
(11i) (A, D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout X € C, ReX > w
et tout n € N, on a X € p(A) et

1

2.2.7. Théoréme de Hille-Yosida. (Cas de groupes)
Soient w € R et M > 1, (A, D(A)) un opérateur linéaire sur un espace de
Banach X. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) (A, D(A)) enegendre un Cy-groupe (G (t))ier vérifiant pout tout t € R
G < Me

(i1) (A, D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout A € R, |A| > w
on a X € p(A) et pour tout n € N on a

1Al = w)R(A, A < M.
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(111) (A, D(A)) est fermé, densement définie, et pour tout A € C, |Re\| > w
on a X € p(A) et pour tout n € N on a

1
RAMAY << .
H ( ’ ) H — (|R€/\|—w)n

2.3 Opérateurs dissipatifs et semi groupes de contrac-
tions

Vu 'importance de la classe des générateurs des semi-groupes de contrac-
tions, on va essayer de les caractériser.

2.3.1. Definition. Un opérateur linéaire (A, D(A)) sur un espace de Banach
est dissipatif si pour tout A > 0 et tout 2 € D(A) on a ||(A = A)z|| > Al|z||.

Voici quelques propriétés de ces opérateurs

2.3.2. Propriétés. Soit (A, D(A)) un opérateur dissipatif. Alors
(i) Pour tout A > 0, A — A est injectif et

_ 1
1A= A=l < Iz,

pour tout z € Im(A— A) = (A — A)D(A).
(i1) A — A est surjective pour un certain X si et seulement s’il est surjectif
pour tout A > 0. Dans ce cas on a ]0,00[C p(A).

(111) A est fermé si et seulement si Im(\ — A) est fermé pour un certain
(donc pour tout) A > 0.

(v) Si Im(A) C D(A), en particulier si A est densément défini, alors A est
fermable. Sa fermeture A est aussi dissipative et vérifie Im(\A — A) =
Im(X — A) pour tout X > 0.

Preuve. (i) Direct.

(i) Supposons que (u — A) est surjectif pour un certain g > 0. D’aprés
(i), p € p(A) et ||R(p, A)]| < % Par le développement du résolvent en
série, cela montre que ]0,2u[C p(A), et la dissipativité de A implique que
|R(A, A)|| < 1, pour tout 0 < A < 2u. De proche en proche on montre le
point.

(iii) A est fermé si et seulement si A — A est fermé pour un certain (donc
pour tout) A > 0. Ceci est équivalent a R(X, A): Im(A— A) — D(A) est
fermé, donc si et seulement si son domaine, i.e. Im(A — A) est fermé.

(iv) Soit (z,) une suite de D(A) tel que z, — 0 et Az, — y. Pour tout
w € D(A) et tout A > 0, on a

IMA = Ay + (A = Aol > AlAzy + wl].
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Faisant tendre n — oo, on obtient || — Ay + (A — A)w > Aljw||, et donc

| —y+ w— TAw|| > [Jw|. Faisant A\ — oo, || — y + w|| > |Jw]], on choisit
w € D(A) arbitrairement proche de y € I'm(A), on obtient y = 0. Le reste
peut étre obtenu par calcul direct. O

Il est clair que tout opérateur qui vérifie I'inégalité de Hille-Yosida est
dissipatif. Le théoréme suivant est une sorte de caractérisation:

2.3.3. Théoréme. (Lumer-Philipps)
Soit (A, D(A)) un opérateur dissipatif densement défini. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes

(i) La fermeture A de A enegendre un Co-semi-groupe de contractions.

(1) Im(X— A) est dense dans X pour un certain (donc pour tout) X > 0.

Preuve. (i) = (it) Par le théoréme 2.2.3, pour tout A > 0, Im(A—A4) = X.
On conclut en utilisant par 2.3.2(iv).
(11) = (¢) Par le méme argument, la densité de I'm(X — A) implique que

(A — A) est surjective. Le point 2.3.2(ii) montre que ]0,00[C p(A), et la
dissipativité de A implique I'estimation

17N, A <

> =

pour tout A > 0. Le théoréme 2.2.3 termine la preuve. (|
Ce théoréme justifie la définition suivante:

2.3.4. Definition. Un opérateur dissipatif (A, D(A)) tel que Im(A—A)D(A) =
X pour un certain (donc pour tout) A > 0 est dit m-dissipatif.

Avec cette définition le théoréme de Lumer-Philips dit que A est m-
dissipatif si et seulement, si A engendre un Cy-semi-groupe de contractions.

Le résultat suivant donne une condition "simple" pour qu’un opérateur
engendre un Cy-semi-groupe de contractions.

2.3.4. Corollaire. Soit (A, D(A)) un opérateur densement définie. Si A et
A* sont dissipatifs, alors la fermeture A de A engendre un Cy-semi-groupe
de contractions.

Preuve. Par le théoréme précédent, il suffit de montrer que I'm (A — A) est
dense dans X. Supposons le contraire, alors par le théoréme de Hahn-Banach
il existe 2* € X*\ {0} tel que pour tout z € D(A), < (I — A)z,z* >= 0.
Alors 2* € D(A*) et < 2, (I — A*)2* >= 0 pour tout € D(A). Par densité
de D(A), on obtient (I — A*)z* = 0. Appliquant 2.3.2(i) on aboutit a une
contradiction. O

Le cas hilbertien est trés intéressant, d’autant plus que I’on peut donner
une version "plus pratique" du théoréme de Lumer-Philipps. On rappelle

d’abord
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2.3.6. Proposition. Soit H un espace de Hilbert. Alors (A, D(A)) est dis-
sipatif si et seulement si Re < Az, x >< 0 pour tout x € D(A).
Preuve. Si A est dissipatif, on a, pour tout A > 0 et tout z € D(A)

—2X < Az, > + M| Az|]? = ||z — AAz|]® — ||z]|* > 0.

En divisant par A, puis A — 0, on obtient < Az, z >< 0, pour tout € D(A).
Inversement, pour tout A > 0 et 2 € D(A)

||z — /\AacH2 — HxH2 = -2 A< Azx,z > —I—/\2HAJUH2 > HxH2

ce qui montre que A est dissipatif. O

2.3.7. Corollaire. (Lumer-Philipps, cas hilbertien)

Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire densement défini dans un espace de
Hilbert H. Alors A est m-dissipatif si et seulement, st A engendre un Cy-
semi-groupe de contractions.

2.3.8. Exemple. (Semi-groupe shift) Soient H = L?(0,1), et Af = f’ avec
domain D(A) = {f € H'(0,1) | u(1) = 0}. Tl est clair que D(A) est dense
et que le spectre est vide. De plus, on a pour tout u € D(A), < u, Au >=
—2u(0)? < 0. Alors A engendre un semi-groupe de contractions (celui de
1.5)

2.3.9. Definition. Soit A un opérateur linéaire dans un espace de Hilbert
H, de domaine dense. On dit que A est auto-adjoint (respectivement anti-
adjoint) si A* = A (respectivement si A* = —A).

2.3.10. Proposition. Soit A un opérateur auto-adjoint négatif dans un es-
pace de Hilbert H. Alors A est m-dissipatif.

Preuve. Comme A est négatif, A (et donc A*) est dissipatif (2.3.6.). En
utilisant 2.3.4, il suffit de voir que G(A) est fermé, ce qui est vraie car

G(A) = G(A%). 0

2.3.11. Corollaire. Soit A un opérateur linéaire densement défini dans un
espace de Hilbert H tel que G(A) C G(A*). Alors A est m-dissipatif si et
seulement si A est auto-adjoint négatif

Preuve. En appliquant la derniére proposition, il suffit de montrer que si
A est m-dissipatif alors A est auto-adjoint. Soit (z,y) € G(A*) et soit z :=
r — A*z = x — y. Puisque A est m-dissipatif, il existe v € D(A) tel que
z = v — Av et puisque G(A) C G(A*),onav € D(A*) et 2 =v— A*v. Donc
(I — A*)(v —u) = 0. Or A* est dissipatif, par 2.3.(i), v —u=0. A= A*. O

On termine cette section par un résultat trés utile pour la caractérisation
des générateurs de groupes unitaires.

2.3.12. Théoréme de Stone. Soit (A, D(A)) un opérateur densement dé-
finte. sur un espace de Hilbert H. Alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes
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(i) A engendre un groupe unitaire.
(i) A est anti-adjoint,(i.e. A* = —A)
(111) A et —A sont m-dissipatifs.
Preuve. (i) = (ui) 1. Si A engendre un groupe unitaire, alors G*(t) =
G7Ht) = G(-t).
2. —A C A*. En effet, soient 2,y € D(A), on a

< Arys = _hm<M7y>:_ﬁm<x7%>

t—0 t t—0

-1 .
. <xw>
t—0 t

—Hy —
= —lim<x,w> =<z, Ay >,

t—0 t

ce qui prouve que x € D(A*) et < —Az,y >=< A*z,y >.
3. —A = A*. Soient € D(A),y € D(A*)on a

tYxr — “(t\y —
e A S = < Awy>=lim <My> — lim <xw>
t—0 t t—0 t
_1 _
~ lim <xw>
t—0 t

= lim <$, w> =<z, Ay >,
t—0 t
ce qui prouve que y € D(A) et donc —A = A*.
(11) = (4it) Pour 2 € D(A), on a < Az,z >=< 2, A%z >= — < x, Az >.
Donc < Az, 2z >= 0. Ceci prouve que A et —A sont dissipatifs. On conclut
comme pour la proposition 2.3.11.
(1it) = (1) Direct. O

2.4 Probléme de Cauchy abstrait

On revient au point de départ: résoudre le probléme de Cauchy abstrait
(i.e. & valeurs dans un espace de Banach)

(PCAf){ Z'((t;:fU(t) + f(t) te[0,T]

ol t représente le temps, T' > 0 fixé, f:[0,T] — X continue donné, u est
une fonction & valeurs dans X, A: D(A4) C X — X un opérateur linéaire,
et ug € X la donnée initiale.

Dans cette section on suppose que (A, D(A)) engendre le Cy-semi-groupe

(G (1) ez0-
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2.4.1. Definition. Une fonction u: Ry — X est dite solution classique
de (PCAy) si u est continuement différentiable, i.e. u € C'([0,7]; X) N
C([0,T]; D(A)) (i¢i D(A) est considéré comme espace de Banach muni de
la graph de norme), et (PC'Ay) est vérifié (ug € D(A)).
2.4.2. Proposition.

1. Pour tout ug € D(A), la fonction

it — u(t) = G(t)uo

est l'unique solution classique du (PC'Agp).

2. St u est solution classique de (PC'Ay). Alors u vérifie (formule de la
variation de la constante):

u(t) = G(t)uo —|—/0tG(t —§)f(s) ds. (2.2)

Preuve. Le premier point est évident. Soit maintenant g(s) := G(t — s)u(s).

Alors

% = —AG(t — s)u(s) + G(t — s)u'(s)
= —AG(t — s)u(s) + G(t — s) (Au(s) + f(s)) = G(t — s) f(s).
Alors

t

(1) = g(0) = u(t) — G(t)uo = / Gt — 5)f(s) ds.

0
0

On remarque que la solution classique existe si et seulement si la, donnée
initiale est dans D(A), ce qui est restrictif, mais le second membre de ’égalité
précédente a un sens sous des hypothéses plus faible. On va modifier le
concept de "solution".

2.4.3. Definition. Si ug € X et f € L([0,T]; X). Alors la fonction donnée
par (2.2) est appelée solution mild de (PC'Ay).

2.4.4. Théoréme. Si ug € D(A), f € C([0,T]; X) et que ou bien f €
WHL(0,T); X) ou bien f € L'([0,T); D(A)). Alors la solution mild de (AC Py)
est solution classique.

Preuve. On pose v(t) := [ G(t — s)f(s)ds. Tl suffit de montrer que v €
([0, 7], X)NC([0,T], D(A)) et que v'(t) = Av + f. On note d’abord

G(h) — 1
7}@ v

(t) = Mﬂ — % tt+hG(t-|-h —5)f(s) ds.

Comme f est continue et le semi groupe est fortement continu, le dernier
membre de cette égalité tends vers — f(t) lorsque h — 07. Ainsi on voit que
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Av(t) existe si et seulement si v est C!, donc v € C1([0, T], X) si et seulement
siv € C([0,T],D(A)) et dans ce cas v/ = Av+ f. Si f € L([0,T], D(A)),
alors il est clair que v € C([0,T], D(A)).Si f € WbH([0,T], X), on écrit alors

t
o(t) = [ Gs)f(0 =) ds
ce qui donne
v'(t) = —I—/ 't — s) ds.
Donc v € C([0, 7], X). O

Nous allons terminer ce chapitre par un résultat de régularité dans le cas
auto-adjoint négatif.

2.4.5. Théoréme. Soient H un espace de Hilbert réel et A un opérateur
auto-adjoint négatif et (G(t)) le semi-groupe engendré par A. Alors, pour
tout ug € H, u(t) := G(t)z est U'unique solution du probléme

w e C (0,00, H) 1 € J0,00[, D(A)) 1 C* (10, 0], H).
u'(t) = Au(t), pour tout t > 0,
u(0) = ug.

De plus, pour toutt > 0, on a

Au(t)|] < g
[ Au(t)]] \/_H It
1 2
- < Au(t), uft) >< ol
et si ug € D(A), alors
1
| Au(t)|* < —5; < Aug, ug > .

Preuve. 1. Pour tout A > 0, on pose Jy := (A — A)~L et Ay := AJ, =
Ay — 1. Alors Ay € L(H) et pour tout @ € D(A), limy_g+ Axz — Az =0
et Ay est auto-adjoint négatif.

2. On pose u () := et Les fonctions ||uy (t)]| et ||u} ()| sont décroissantes.
De plus

(@) =2 < Ayua (), unt) >,

(< Avua (1), ualt) >)' = 2 < Agun (), (1) >= 20| (1)1

On déduit que — < Ayuy(t),ux(t) > est décroissante. En intégrant entre 0
et i,

1
St < Avun(t), ur(t) >< —/ < Ayur(s), ur(s) >= 2|z,
0
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21|y (1)1

IN

1
2/ [ ()2 ds = — < Aye,z > + < Ay (1), ua () >
0
— < Ayz,z >, (2.3)

IN

et
t t
PlA@IE <2 [ sld@IPds = [ s(< At ) >)' ds
0 0
t
< —/ < Ayun(s), ur(s) > ds.
0

D’ou [|2¢%(|w) (¢)[|? < [|z]|*. On obtient le résultat par passage & la limite.
3. Reste & montrer 'unicité. Pour cela, on considére ¢t > 0 et 0 < ¢ < t. De
2.4.2.2, on déduit que u(t) = G(t — ¢)u(e), alors

Jut) = GOz < |lule) =zl +[|G(E)e — || — 0

lorsque £ — 0%, Donc u(t) = G(t)z, pour tout ¢ > 0. a

2.4.6. Remarques.
1. Ce théoréeme dit que le semi-groupe est régularisant: quelque soit la
donnée initiale ug, et dés que t > 0, G(t)ug € D(A).

2. Ce qui n’est pas le cas lorsque 'opérateur engendre un groupe unitaire:
il est claire que dans ce cas, si ug € D(A), alors u(t) ¢ D(A) pour tout
t.
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Chapitre 3

Applications aux problémes
d’évolution

Dans ce chapitre nous allons appliquer les résultats du deuxiéme chapitre
aux problémes d’évolutions déja rencontré.

Comme références concernant ce chapitre on peut consulter [1,3,4,5 et
10]

3.1 Le Laplacien dans un ouvert de RV

3.1.1 Théorie L%

Soit Q un ouvert de RV et X = L?(Q) considéré comme espace de Hilbert
réel. On définit l'opérateur A sur X par

D(A) :={u € Hy(Q), Au € L*(Q)},

Au = Au, u € D(A).

Alors on a

3.1.1. Proposition. (A, D(A)) est m-dissipatif de domain dense. De plus
A est auto-adjoint négatif.

Preuve. Comme D(Q) C D(A), D(A) est dense dans X. Soit u € D(A) C

H}(Q), par la formule de Green, on a
< Auyu >= / Au-udr = —/ |Vul|® dz
Q Q
et donc A est dissipatif.

En utilisant le Lemme de Lax-Milgram, pour tout f € X, il existe u € H} ()
tel que, pour tout v € H}(Q)

/(uv—l—Vu-Vv) dx:/fv.

29



30 CHAPITRE 3. APPLICATIONS AUX PROBLEMES D’EVOLUTION

Ce qui donne (par Green) qu’au sens des distributions
u— Au = f.

On voit donc que (u € HY) Au = u— f € L% ie. u € D(A). A est m-
dissipatif.

A nouveau, par la formule de Green, pour tout u,v € D(A) ona < Au,v >=
< u, Av > et donc G(A) C G(A*). Par 2.3.11, A est auto-adjoint. O

3.1.2. Corollaire. A engendre un Cy-semi-groupe de contractions.

3.1.3. Remarque. Si la frontiére de € est bornée et de classe 2, alors
D(A) = H*(Q)N HJ(Q) avec normes équivalentes (voir [3, théoréme IX 25])

3.1.2 Theéorie Cy:

Soit © un ouvert borné de RN et Y = L°(Q). On définit 'opérateur B
sur Y par

D(B) :={uc Hy(Q)NY, Auc L>(Q)},
Bu = Au, u € D(B).

Alors on a

3.1.4. Proposition. (B, D(B)) est m-dissipatif dans L ().

Preuve. 1- B est dissipatif: Soient A > 0, f € Y, M := || f||1. et u € Hj ()
une solution de u— AAu = f dans D'(Q). L2 C D’ et donc (u— M) — AA(u—
M) = f — M dans L*. Posons v := (u — M)T € Hj(Q), en remarquant que
Vv = X{ju|>m} V1, on a (Green)

/(v2+/\|Vv|2) de = /vzdx—l—/\ |Vu|? dzx
Q Q {lul>M}

= / v?dr 4+ A |Vo|* da

= / (f—M)vdz <0.
{lul>M}

En particulier [v? < 0, donc v = 0, i.e. u < M presque partout sur Q. De
méme on montre que u > —M p.p. sur Q. Dot f € L™ et ||f]lcc < M, en
d’autres termes ||(I — AB)u||o > ||4]co-

2- B est m-dissipatif: Si on reprend le premier point avec f € L> C L? et
A = 1. D’aprés la sous section 3.1.1 1l existe u € D(A) solution de u—Au = f
dans L2, mais on a montré que u € L et donc u € D(B) et u— Bu = f. O

3.1.5. Lemme. (voir [7, Théoréme 8.30]) St la frontiére de Q est Lipschit-

zienne, on a D(B) C Cp(Q) :={u € C(Q), u =0, sur 9Q}.

Ce lemme justifie les changements:
Soit Z := Cp(R), et on définit I'opérateur

D(C) == {u € Zn HJ(Q), Auc 7},
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Cu = Au, u € D(C).

3.1.6. Proposition. On suppose que la frontiére de € est Lipschitzienne,
alors (C, D(C')) est m-dissipatif de domain dense.

Preuve. D(Q?) C D(C) est dense dans Z, donc D(C') est dense dans Z.
D’autre part Z C X et G(C) C G(B). B étant dissipatif, C' 'est aussi.
Comme B est m-dissipatif, pour tout f € L il existe u € D(B) tel que
uw— Au= f. Parle lemme 3.1.4, u € 7, i.e. C' est m-dissipatif. O

3.2 Equation de la chaleur

On considére l'opérateur A du 3.1.1 et on note (G(t)) le semi-groupe
engendré par A dans X.

3.2.1. Lemme. [ injection D(A) dans H}(Q) est continue.
Preuve. Par la formule de Green on

lullf = (lullz2)* + (IVullz2)* = (Jull22)* = < Aw,u >
Done [[ul[3 = (lullz2)* + | < Auyu > | < [Jull2[Jul| p(s)- O
En appliquant la proposition 3.1.1. et le théoréme 2.4.5, on obtient la
proposition suivante:

3.2.2. Proposition. Soit ug € L*(Q). Alors u(t) := G(t)ug est lunique
solution du probléeme

u € C([0,00[, L) N C* (]0,00[, L?), Au € C (]0,00[, L?),
u'(t) = Au(t), pour tout t > 0,
u(0) = uo.

De plus, on a u € C (]0,00[, H}),

[ENZIFERS

1

— Jluoll, t >0
Mu o
I9ullz < —=lluollz2, ¢ > 0.
\/_

et st ug € H}, alors uw € C([0,00[, H}) et pourt >0

[Au]| < \/—HVUOHLZ’

On peut préciser la régularité de u si la donnée initiale I’est:

3.2.3. Proposition. Si de plus ug € H}, alors w € C([0, 00, H}) et pour
toutt > 0

| Aul|r2 < (3.1)

\/—HVUOHB
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Si de plus Aug € L? (i.e. ug € D(A)), on a u € CY([0,00[, L?) et Au €
C([0, 00[, L?) et I’égalité u; = Au est vérifiée pour t > 0.

Preuve. Si ug € D(A) alors c’est une conséquence immédiate de 2.4.5.

Par densité de D(A) dans H}, I'inégalité (1.1) est vérifié dans H}. Tl reste
a montrer que u € C([0,00[, H}), i.e. reste & montrer que u(t) — ug lorsque
t — 07. On reprend les notations de la démonstration du théoréme 2.4.5.
On passe a la limite dans (2.3) lorsque A — 0T, on obtient

1 1
| 18 ds < 51Vl

t
IVu(®)|]* = [|Vuol|* = 2/0 [Au(s)[|? ds.

Il en résulte que ||Vu(t)(|7, — [|[Vuol|7.. a

3.2.4. Remarque. Si la frontiére de Q est bornée et de classe 2, alors
D(A) = H? N H}. Donc, si ug € H*N Hg, on a u € C'([0cc, H?).
3.3 Equation des ondes
Dans cette section nous allons traiter I’équation des ondes
u’ = Au.
Plus généralement on considére I’équation
u'’ = Au.

Afin de transformer ce probléme en un probléme de Cauchy nous allons

poser: U := (u, u'),
0o 7
A= [ A0 ] '

ainsi le probléme du second ordre est équivalent au
U = AU.
On revient & ’équation des ondes. Soient © un ouvert de RV et X :=
H}(Q)x L*(Q) considéré comme espace de Hilbert réel. On définit 'opérateur

D(A) :=={(u,v) € X, Au e L*(Q), v e H}(Q)},

f()=(4)

3.3.1. Proposition. (A, D(A)) est anti-adjoint, en particulier A engendre
un groupe unitaire.



3.3. EQUATION DES ONDES 33

Preuve. Comme D(Q) xD(Q) C D(A), ce dernier est dense dans X . D’autre
part, par la formule de Green, pour tout (u,v), (w, z) dans D(A) on a

< Au,v), (w,2) >= — < (u,v), A(w, z) >,

ce qui prouve que < Az, x >= 0 pour tout 2 € D(A). Ce qui prouve que A
et —A sont dissipatifs.

Soit maintenant (f, ¢) € X. L’équation (u,v) — A(u,v) = (f, g) est équiva-
lente au systéme

v =u-— f.

{u—Au =f+y,

D’aprés 3.1.1, la premiére équation admet une solution u € H(Q) avec
Au € L? et puis la deuxiéme équation, ce qui donne v € H} (). Ainsi A est
m-dissipatif. De méme —A est m-dissipatif. On termine par le théoréme de
Stone. O

Par Lax-Milgram, on peut écrire
H™(Q) = {u e D'(9), Ip, € HY(Q), Apy = u dans D'(Q)},  (3.2)
que 'on munit du produit scalaire
< UV >_= / (Vu - V,).

On pose maintenant Y := L%(Q2) x H='(Q) et on définit 'opérateur

D(B) = Hy(Q) x L*(Q)

o(0)=(4)

3.3.2. Proposition. (B, D(B)) est anti-adjoint, en particulier B engendre
un groupe unitaire.

Preuve. Comme D(Q) x D(2) C D(B), ce dernier est dense dans X. Soient
(u,v), (w,z) dans D(B) et ¢,, ¢. tels que définis par (3.2). Comme v, z €
L2(Q), on a Ay, Ap, € L?(Q). En appliquant Green, on obtient

< B(u,v), (w,2) >p2qpg-1 = /vwdw—|—<Au,z>_1

= /vwdw—l—/VchpZ dz

= /vwdw—/uAcpZdw
= /vwdw—/uzdw.
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De méme on a
< (u,v), B(w, z) >szH_1:/zudx—/wvdx.
Donc
< B(u,v), (w,2) >r2yg-1= — < (u,v), B(w, 2) >z -1

D’ott < Bz,x >= 0, pour tout & € D(B). B est dissipatif.
Pour montrer la m-dissipativité, soit (f,¢g) € Y. Par le méme raisonnement
que la preuve de 3.3.1, on voit qu’il existe u € H}(Q) et v € L*() solution
de (u,v) — B(u,v) = (f,g), i.e. B est m-dissipatif. —B aussi. O
Pour comprendre le lien entre les deux versions:
3.3.3. Proposition. Avec les mémes notations on a
(a) X <Y avec injection dense,
(b) pour tout U € X, ||U||y est équivalente a ||(I — A)~'U||x,
(¢) D(B) = X,
(d) pour tout U € D(A), BU = AU.
Preuve. Il faut juste montrer le point (ii).
Soient U € X,V € D(A) tels que U = (I — A)V et montrons que ||(/ —
AV|ly =||U||x. Comme B est anti-adjoint (< Bx,z >= 0), on a
(I = VI3 = (I = B)V.(I - B)V)y = |V} + BV
Si on note V' = (u,v), alors
1BV = [Jollz: + Al = [[ollz> + [Aulln = (VI
D’oui le résultat en utilisant le premier point. O

On termine avec le probléme de Cauchy associé, i¢i (T'(t)) est le groupe
unitaire engendré par A.

Le théoréme suivant est une application directe des résultats précédents,
en appliquant le changement tel que décrit au début de cette section:

3.3.4. Théoréme. Soit (ug,uq1) € X, alors u(t) = p1 [T(t) (w0, u1)] (la
premiére composante) est 'unique solution du probleme

uwe C(R,HYNCHR, LA N C*R, H™Y),

u”(t) = Au(t) dans H™1 teR,

w(0) = uo ut(0) = uy.
De plus, pour tout t € R on a

le@llx = [ IV +u2(0) = w0, w)llx = [ 1T +uf. (33)

Enfin, si (ug,u1) € D(A), on au € CY(R, Hy))NC*(R, L?) et Au € C(R, L?).

3.3.5. Remarque. [’égalité (3.3) exprime le fait qu’il s’agit d’un groupe
d’isométrie. Cette égalité n’est autre que la conservation de ’énergie (voir
1.2.4).



3.4. EQUATION DE SHRODINGER 35

3.4 Equation de Shrodinger

Soient © un ouvert de RY et X := L2(Q,C) considéré comme espace de
Hilbert réel. On définit 'opérateur

D(A) :={ue Hy(Q,0, Au e X},
Au := Au.
En appliquant la proposition 3.1.1, on obtient

Le résultat suivant est une application directe de 3.1.1.

3.4.1. Proposition. (A, D(A)) est anti-adjoint, en particulier A engendre
un groupe unitaire.

3.4.2. Remarque. Comme en 3.1.3, si la frontiére de Q2 est bornée et de
classe C?, alors D(A) = H?(Q) N H}(Q) avec normes équivalentes.

On pose maintenant Y = H~1(Q,C), et pour u € X, on note ¢, €
HY(Q, O la solution dans D'(Q) de Ag,, — ¢, = u. X est muni du produit
scalaire, pour u,v € X

< U0 >=< Py, py > = Re |:/ (V@u -V, + Q‘Qu%) d$:| :

On définit 'opérateur
D(B) := Hy(%),
Bu = Au.

3.4.3. Proposition. (B, D(B)) est auto-adjoint négatif.
Preuve. D(Q) C D(B) donc D(B) est dense dans Y. Pour u,v € D(B), on

a

<Bu,v>_1 = <Bu—,v>_ 14+ <uv>14=<u,0, >_1+ < uUv>_1
= — < Uy, >+ < u,v>_

D’on

< Buou >_y= —[lull3a + Jull}y— < 0.

B est dissipatif. Par Lax-Milgram C' est m-dissipatif, et le calcul précédent

montre que pour tout u,v, € D(B), < Bu,v >=< u, Bv >. Donc G(B) C

G/(B*). On conclut en utilisant 2.3.11. O
Finalement, on considére I'opérateur

D(C) = Hy(9),

Cu:=1Au

En appliquant cette proposition, on obtient
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3.4.4. Corollaire. (C, D(C)) est anti-adjoint, en particulier C' engendre un
groupe unitaire.

On note (5(t)) et (T'(t)) les groupes unitaires enegendrés par A et C
respectivement. Il est facile de remarquer que G(A) C G(C) et que

3.4.5. Lemme. Pour tout ug € X, on a S(t)ug = T(t)uo.

Concernant le probléme de Cauchy associé, on donne le théoréme suivant
qui est une conséquence directe des résultats précédents:

3.4.6. Théoréme. Soit ug € HY(Q). Alors u(t) := T(t)ug est l'unique
solution du probléeme

we C(R,AY)NCH(R,HTY),
u'(t) = iAu(t) dans H™1 t e R,
u(0) = ug

De plus, pour tout t € R, on a

1@ = [ul. (3.4

[1vur = [ 1vuol? (3.5)
enfin si Aug € L?, on a u € C' (R, L?) et Aue C(R, L?).

3.4.7. Remarque. Les égalités (3.4) et (3.5) exprime le fait qu’on a des
groupes unitaires.
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