Chapitre 2

METHODE DES DIFFERENCES
FINIES

2.1 Introduction

2.2 Différences finies pour I’équation de la chaleur

Exercice 2.2.1 Montrer que le schéma (2.6) n’est rien d'autre que le -schéma avec
0=1/2— (Az)*/12vAt.

Correction. Trivial.

Exercice 2.2.2 Pour chacun des schémas de la Sous-section 2.2.1, vérifier que |'erreur
de troncature est bien du type annoncé dans le Tableau 2.1. (On remarquera que tous
ces schémas sont consistants sauf celui de DuFort-Frankel.)

Correction. On rappelle les développements de Taylor suivant :

U(tn, Tj—1 — 2u(tn, x]‘> + U(tn, .Ij+1)

(Az)?
0*u (Az)?0'u  (Ax)* OSu p
gz i) T 5 i T 560 gan T OB
et
u(tns1, %) — ultn, )
At B
ou At 0%u (At)? @

1. Explicite (2.2), p.30
Démontré dans le cours Lemme 2.2.6, p.33.
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14 CHAPITRE 2. METHODE DES DIFFERENCES FINIES

2. Implicite (2.3), p.30

u(tni1,75) — ultn, ) n y—u(th, Tj-1) + 2u(tng1, ;) — ultngr, Tj41)

au azu At 82U
= E_Va 2 (tn—i-luxj)_?w(tn'khxj)
v(Az)? 0*u
(12 ) ox 4(tn+17 zj) + O ((At)Q + (A$)4)
At Az)?\ 0%*u
- (7 * (123 >@(tn+1, ;) + 0 (A1) + (Ax)").

Le schéma implicite est donc d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
3. 6-schéma (2.5), p.31, schéma de Crank-Nicholson et schéma & 6 points (2.6),
p.31

Comme le schéma de Crank-Nicholson n’est autre que le § schéma pour § = 1/2
et le schéma a six point (2.6), p.31 pour § = 1/2 — (Ax)?/12vAt, il suffit d’étudier
la consistance du #-schéma. Par développement de Taylor, on montre que

u(tny1, xj) — u(ty, xj) + V_u(tm xjfl) + 2u(tn, xj) — utn, xj+1>
At (Az)?
At 0?u N (At)? PPu B v(Az)? 0'u
2 o 6 Ot 12 Ozt
Az)* 9%
aCs) 2;) + O((An) + (A1)
3

360 Oxb

—— (s
e LN L
+ (A

O((Az)" + (At)?)

et

u(tni, 25) — utn, ;)

At
" V—U(th, Tj-1) + 2u(tni1, ;) — ultngr, Tjp1)

(Az)?
 AtPu (A Pu v(Ax)? 9tu
To2092 3 o 12 Ot
v(Az)2At Ou  v(Az)?(At)?* OOu v(Az)* 0% .
0 o0 21 0ar 360 a0l m )
+ O((AL)? + (Az)® + (Ax)*(At))

2 12 ozt 2 Oxd

(A2 At(Az)2v? (Ax)Ww 0%
+

0z

@)
(Atu2 V(A.%’)2V) Mu  (A)*V? Ou
- + +

3 2 360
- + O((At)? + (A2)® + (Ax)*(AL)).
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Par combinaison linéaire, on obtient que

—u(tns1, Tj-1) + 2u(tni1, T5) — ultnis, Tja1)

u(tni1, 75) — u(tn, ;)
Al v (Az)?
oy Ut mi—1) + 2u(te, 75) — ulte, Tj)
+(1-0)v (Ar)?

([ (1=20\ , v(Az)*\ 0'u

- (( 2 ) VAT ) G

(At)?? O5u N (At)*?  (Ax)'v
2 02°

0 6 360

o)

(A1) (Az)*v3 Bu \ ; \
o1 ags T OUAY" + (Ax)” + (Az) (Al)).

—0

Pour 6 # 1/2, le #-schéma est d’ordre 1 en temps et 2 en espace. Pour § = 1/2
(schéma de Crank-Nicholson), le schéma est d’ordre 2 en espace et en temps. Pour
0 =1/2 — (Az)?/12vAt, le schéma est d’ordre 4 est espace et 2 en temps. En effet,

—u(tpi1,2j-1) + 2u(tpi1, ;) — u(tnir, Tj41)

wtnar, 25) — ulln, ;)
Al v (Az)?
oy Ul 1) 4 2u(tn, 35) — u(tn, Tj41)
+(1—-0)v (A1)
_ (v(Ax)? B v(Az)?\ 0'u
S\ 12 12 ) Ozt
N 1 (Az)?\ (At)*v? 0Pu N 3(Ax)ty B (At)?2 0%
2 12vAt 2 01° 720 6 0z
B v(Ax)? B v(Az)?\ (At)?*(Az)*v® OBu
12 12 24 Ox8

+ O((At)? + (Ax)® + (Az)*(AL)).
5. Schéma de DuFort-Frankel (2.7), p.31

U(tni, @) — ultn-1,7;) _ Ou | (A1) Ou 4
2At o T 12 o + oA

et
—u(tn, Ij71> + ’U/(thrl, l’j) + U(tn,b LIZ’j) — u(tn, ijrl)
(Az)?
d%u (At ) 0% (Ax)20%  (AD)* B

Y] ot? 12 9zt ' 12(Ax)? ot!

+0 (((ﬁi); + (Ax)4)
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En combinant ces deux expressions, on en déduit que si u est solution de I’équation
de la chaleur,

u(tni1,25) — u(tn-1,7))
2At
—u(tn, Tj—1) + u(tnir, ) + u(tn1,z;) — u(tn, Tj41)
(Az)?

(AN (Az)?\ 9t (AH)2P u
—<(E) 12 >8x4+ 12 0ab
(At)* OBu (At)® 4

12(A0)? 025 ((Aa;)2 + (A7) ) '

Le schéma est d’ordre O((At/Az)? + (Ax)?).
6. Schéma de Gear (2.8), p.31

+ v

Bu(tpir, ;) — 4ultn, ;) + u(tn_1,2;)

2805~ 2B i) + O(A0))

ot 3
et

—u(tni1, Tj1) + 3ultng, 75) — ultnir, Tjr1)
Pu  (Az)td'u
_ 2 B 6
= — (Ao g ST O(Ae)),

En appliquant ces deux développements de Taylor a la solution u de I’équation des
ondes, on obtient

Bu(tpyr, xj) — du(ty, x;) + u(t,—1, ;)
(Az)?
—u(tps1, Tj—1) + 3u(tnsr, 25) — ultnsr, Tjg1)
2At
v(Az)? 0'u  (At)? O5u

_ 3 3
= 51 8x4+ 3 ax6+0((At) + (Ax)?)

+ v

Le schéma de Gear est donc d’ordre 2 en temps et en espace.

Exercice 2.2.3 Montrer que le schéma de Crank-Nicholson (2.5) (avec § = 1/2) est
stable en norme L™ si vAt < (Ax)?, et que le schéma de DuFort-Frankel (2.7) est
stable en norme L™ si 2vAt < (Ax)?

Correction. Le schéma de Crank-Nicholson est défini de maniere implicite par

n+l . n _ .+l n+l _ , n+l _an n__ ,n
u; uf Ly ui’y + Quj (8 uy_y + 2uj (e

Al 2(Ar) YT Ay
ug™ = uitl = 0. (2.2)

—0, (2.1)
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On va montrer que sous une condition CFL appropriée, ce schéma vérifie le
principe du maximum discret.
Soit k et [ tels que

uptt = M = maxu* et uft = m = minu”
J J

+1

Notons que M est positif ou nul et m négatif ou nul. On va montrer que

M < max(0, maxu}) et m > min(0, min u7). (2.3)
j j

Si M = 0, la premiere partie est triviale. Supposons M # 0, dans ce cas, 0 < k <
N + 1 et d’apres (2.1),

M — —Up g+ 2up — Uy,
<0
AL VT 2By =0
soit A A
VAL " vAt n
= (1 7 ) i+ i )
Si

vAt < (Ax)?, (2.4)

le terme de droite est une combinaison convexe des coordonnées de u", et le premier
point de (2.3) est vérifié. La minoration de m s’en déduit en remplacant u™ par —u*
et M par —m. Si la condition CFL (2.4) est vérifiée, le schéma de Crank-Nicholson
vérifie le principe du maximum discret. En conséquence, il est stable pour la norme
L.

Le schéma de DuFort-Frankel (2.7), p.31 est défini par

L_i_ v un-i—l _ L_ v un—1+ v (un . )
2At - (Ax)2) 7 \2At (Ax)2) Y (Ag)2 a1t T it

Si 2vAt < (Ax)?, u}‘“ est une combinaison convexe de u?_l

est stable pour la norme L*°, c¢’est a dire

; ul_q et uj, . Ainsi, il

[ oo < max (J[u’[loo, I floc) -

Exercice 2.2.4 Montrer que le f-schéma (2.5) est stable en norme L? inconditionnel-
lement si 1/2 < 6 < 1, et sous la condition CFL 2(1 —20)vAt < (Az)?si 0 <60 < 1/2.

Correction. Etudions la stabilité en norme L? du #-schéma. Par application de la
transformation de Fourier, il vient

200 At 1 B
(1 + W(l - cos(2k7rAx))) a"t(k) =

26— Dvat — cos(2kmAx)) ) 4"
(1+ (Ax)? (1 (2kmA ))) (k).
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Ainsi, le schéma sera stable en norme L? des que

20 — 1)rA 20vA
‘1 + %Ti;jt(l — cos(2kmAx))| < ‘1 + (GAZ);(I — cos(2kmAx))
pour tout k, c’est a dire
) 4vAtsin®(krAz) 1
(Az)2 + 40v At sin®(knAz)| —

ou encore

< 4u At sin®(knAz) <9
= (A7) + d0vAtsin®(krAz) —

Comme 6 est positif, cette condition est équivalente a
(Az)? > 2(1 — 20)vAtsin®(knAx).

Cette dernitre relation est vérifiée pour tout & des que (1 —26) < 0 ou (Ax)? >
2(1 — 20)vAt.

Exercice 2.2.5 Montrer que le schéma a 6 points (2.6) est inconditionnellement stable
en norme L.

Correction. Par transformation de Fourier appliquée au schéma a 6 points (2.6),
p.31, on obtient

2%k A
(COS( maz) 5 )(an+l—an)+ Y (4 — cos(2knAx)) (@™ + @) = 0,

6AL 6AL (Ax)?
c’est a dire
At
(5 + cos(2kmAx) + (6Aux)2 (4 — cos(2k;7rA:c))> Tha—
At
(5 + cos(2kmAz) — (GAVT)Q(ZL — cos(2k;7rAx))> .
Le schéma est donc L?-stable des que
A
5+ cos(2kmAz) + (6£x>t? (4 — cos(2kmAz))
At
> '5 + cos(2kmAx) — (62—@2(4 — cos(2kmAx))| .

Relation qui est trivialement vérifiée indépendamment de Ax et At.

Exercice 2.2.6 Montrer que le schéma de Gear (2.8) est inconditionnellement stable
et donc convergent en norme L2
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Correction. En appliquant la transformation de Fourier au schéma de Gear (2.8),
p.31, on obtient
(3 + csin®*(krAz)) 4" = 4a™ — a7, (2.5)

8UAL
= Qo)

ol ¢ = On introduit les polynomes (dépendants implicitement de k, At et

Ax)
P(X) = (3 + 8csin®(krAz)) X? — 4X + 1.

On note A\; et Ay les racines de P et A son discriminant. Les solutions de 2.5
s’expriment explicitement en fonction de @° et @' :

AAT=MAL <0 AZ-AP A1
an <7/\2_/\1 w4 (o) u st AFO,
(1 —n)Aa° + nAP tat siA=0.

Une condition nécessaire de stabilité est donc que |A| et |A2| soient au plus égaux
a un. Dans ce cas, afin que le schéma soit stable, il suffit qu’il existe deux réels 9 et
[ tels que pour tout k, Ax et At,

IA(k, Az, At)| < § = max(|\ (k, Az, A1), Dok, Az, AD)) < < 1. (2.6)

En effet, posons C'(8) = max, ns". Comme 0 < § < 1, C(8) < +oo. De plus, si
|A(k, Az, At)| > 0,

. )‘ < 2/V/5;
Ao — Ay
si0 < |A(k, Az, At)| < 0,
A — A\
2L < 2nmax(|\ ], X)) < 20(8);
Ao — A1

et si A(k, Az, At) =0, n|\|" < C(B). De ces trois inégalités, on en déduit que
ja" (k)| < K (@’ + a')

ot K =1+2C(8) +2/V0. Ainsi, |02 < K(||u®]|z2 + [|ut]|z2).

Reste a prouver que la condition 2.6 est en effet vérifiée. Tout d’abord, on vérifie
que pour tout k, Ax et At, |\| < 1 et [Ay] < 1. Enfin, \; et Ay sont des fonctions
continues de A. Or si A =0, A\ = Ay = 1/2. Il existe donc 0 et 5, 1/2 < 5 < 1 tels
que la condition 2.6 est vérifiée.

Exercice 2.2.7 Montrer que le schéma de DuFort-Frankel (2.7) est inconditionnel-
lement stable en norme L?. Montrer que, si on fait tendre At et Az vers 0 de telle
maniére que le rapport At/Ax tende aussi vers 0, alors le schéma de DuFort-Frankel est
convergent. (On dit qu'il est “conditionnellement” convergent.)

Correction. Par transformation de Fourier, on obtient que

~n+1 ,&nfl 2vAL
(Az)?

U S (—24" cos(2km Az) + @™ + ") = 0.
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Soit encore
(14 c)a" (k) — 2ccos(knAz)a™ (k) — (1 — e)a" (k) = 0,
ol
2(At)v
(A2
Notons que dans le cas ¢ < 1, on a prouvé précédemment la stabilité L>° du schéma
de DuFort-Frankel. Cette derniere impliquant la stabilité L2, nous n’avons plus qu’a

étudier le cas ¢ > 1. On procede comme pour l'exercice précédent. Considérons le
polynome

P(X)=(1+¢)X?—28cos(krAz)X — (1 —¢)

On vérifie sans mal que les racines de P sont de module inférieur ou égale a un.
Enfin,
i, [ Ao < (14 )7 (c] cos(2kmAz)| + |A]Y2/2) .

Or ¢? cos?(2kmAx) = AJ4 + 32 — 1. Ainsi,
Al el < L+ (JA/4+ 2 =12+ |A]V2)2).

Le terme de gauche est continue par rapport a A et ¢. De plus, pour A = 0, il est

égale & (£4)"/2. Sous la condition CFL ¢ < M, il existe 7 tel que (57)/2 <7 < 1.

Comme [1, ¢] x 0 est un compact, il existe § et € tel que pour tout 1 < ¢ < M,
Al <6 = (JA/4+ =12+ |A]M?)2) <y +e< 1.

La condition 2.6 est vérifiée. Le schéma est donc convergent pourvu que le rap-
port At/(Ax)? reste borné. Enfin, la stabilité combinée & la consistance implique la
convergence.

Exercice 2.2.8 Montrer que le schéma explicite (2.29) est stable en norme L> (et
méme qu'il vérifie le principe du maximum) sous la condition CFL

vAt n VAt <1
(Az)?  (Ay)? — 2

Correction. Le schéma explicite (2.29), p.44 est défini par

nil _ 4 VAL VAL "
Uik = (1 2((&;)2*(&)2) U

vAt vAt

n

(Az)? (Wj_qp + Uy p) + XL (U g1+ Ujgt1)

51 At At
v PR <9,

(Do) T (A =

(e est une combinaison convexe de coordonnées de u™ et

i | < oo
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Exercice 2.2.9 Montrer que le schéma de Peaceman-Rachford (2.31) est précis d'ordre
2 en espace et temps et inconditionnellement stable en norme L? (pour des conditions
aux limites de périodicité dans chaque direction).

Correction. 1. Consistance

En effectuant la soustraction des deux équations (2.31), p.46 définissant le
schéma de Peaceman-Rachford, on obtient I'expression de u"*'/2? en fonction de u™
et u"tt.

n+1 n
us, o+ ul VAL
n+1/2 5,k 7,k n n n n+1 n+1 n+1
U, = + u?, —2u”, +u” —u T+ 2uT T —ul .
gk 9 4(Ay)2( Jsk Jsk Jik+1 Jisk J,k J,k+1)

En substituant Uexpression de «"*1/? dans l'une des équations du schéma, on détermine
la relation reliant u"* & u™. On pourrait effectuer le calcul explicite de cette ex-
pression, puis établir la consistance. Cependant, cela constitue un calcul fastidieux
qu’on peut éviter. On introduit donc la fonction intermédiaire

u(t + At,x,y) + u(t, z,y) vAt
UAt,A:Jc,Ay<I>y) = 9 + 4(Ay)?

(u(t, 25— Ay) — 2u(t,2,y) + ult, .y + Ay)

—u(l + At z,y — Ay) + 2u(t + At, z,y) —ult + At, 2,y + Ay)) (2.7)

Pour toute solution u de I’équation de I’équation de la chaleur, ’erreur de troncature
est

_o(t,z,y) —u(t T, y) N V—v(t, r—Azx,y)+2v(t,z,y) —v(t,x + Az, y)
At 2(Ax)?
—u(t,x — Ax,y) + 2u(t, z,y) — u(t,z + Ax,y)
2(Ay)?

E(u)

+v

ol v est définit par 2.7. Par développement de Taylor, on établit que

VAL, Az, Ay
Atou  (At)? [0%u Pu (At)? [ DPu M
=U+ ——+ -V — 6v
2 Ot 4 ot? Otoy? 48 \ 0t3 0t20y?

+0 ((Ay)'At + (A1) + (AD)*(Ay)?)
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puis que
v—u v [0 (Ax)?d% Pu  (Ay)?du
2 + + =+
Ox? 12 0x* 0Oy 12 0yt

1 /0ou At 0 au
(At)? (83u 6 0?Au 62 Dou )
48

) L O((An) + (Ay)Y

a5~ oz 9toatoy?
, 0 0*u
A + (Ay)*=—
G =R e )
+ 0 ((Az)* + (Ay)* + (AD)? + At((Az)? + (Ay)?) .
Ainsi, si u est solution de I’équation de la chaleur, on en déduit que l'erreur de
troncature est d’ordre 2 en espace et en temps.

2. Etude de la stabilité L2

En appliquant la transformation de Fourier au schéma, on en déduit que
vAt 2
niis _ 1 — 2755 sin (IrAy)

i
1+ 2(2%2 sin?(krAx)

et

. 1-— 2(”A)t2 sin?(kmAx)
un

1+ 2(”A)2 sin?(IrAy)
Ainsi, @™ (k, 1) = A(k, )" (k,1) o
1-— Z(ZA)tQ sin?(IrAy) 1 — 2(”At2 sin?(kmAx)

1+ 24505 sin® (ImAy) 1+ 2505, sin® (krAx)

Comme pour tout = > 0, [(1 —z)/(1 + z)| < 1, on a |A(k,l)| < 1. Le schéma est
inconditionnellement stable en norme L.

an—i—l/Z'

Ak, 1) =

Exercice 2.2.10 Montrer que le schéma de directions alternées (2.32) est précis
d'ordre 2 en espace et temps et inconditionnellement stable en norme L? (pour des
conditions aux limites de périodicité dans chaque direction).

Correction. 1. Etude de la consistance

Le schéma n’est autre que 'application successive de deux schémas de Crank-
Nicholson. Il est donc consistant et du méme ordre : 2 en temps et en espace.

2. Etude de la stabilité L2

En appliquant la transformation de Fourier au schéma, on établit que
vt sin?(TkAx)

an+1/2 _ ~ (Az)? sin an
1+ X8t sin (7T]€ACL’)
(Az)?

et

- — (2A§2 sin?(rlAy)
u =

1+ (2252 sin?(rlAy)

Ainsi, [a"] < [a"T1/2] < |a"| et le schéma est inconditionnellement stable L2,

~n+1/2
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2.3 Autres modeles

Exercice 2.3.1 Montrer que le schéma implicite centré (2.35) est consistant avec
I'équation d'advection (2.33), précis a I'ordre 1 en temps et 2 en espace, incondition-
nellement stable en norme L?, donc convergent.

Correction. La consistance et la précision ne posent pas de problemes. Pour la
stabilité L2, 'analyse de Fourier conduit &

VAt
~n41 o .
" (k) = (1 +1 N

-1
sin(27rkAx)) u" (k) = A(k)a" (k).
On vérifie alors que le module du facteur d’amplification est toujours plus petit que

1
-1
VAt ’
|A(k)] (1 + ( . SlH(27Tl€A.I‘)> ) <1,

donc le schéma est inconditionnellement stable. La convergence s’obtient alors par
le Théoreme de Lax 2.2.20, p.40.

Exercice 2.3.2 Montrer que le schéma de Lax Wendroff est stable et convergent en
norme L? si |[V|At < Ax.

Correction. Il suffit de montrer la stabilité en norme L? afin d’en déduire la
convergence par le théoreme de Lax. En appliquant la transformation de Fourier au
schéma de Lax-Wendroff (2.38), p.50, on obtient

ALk = A(k)a" (k)

ou

VAL\® ., VAt
Alk)y=1-2 (E) sin”(krAz) — i AL

Le schéma est stable en norme L? deés que |A(k)| < 1. On montre aisément que

|A(K)|> =1 — 4sin*(krAx) (%)2 (1 - (VA—A;Y) .

Ainsi, le schéma est stable et convergent des que
|V |At

<

Ar —

Exercice 2.3.3 Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs préserve le principe du maxi-

mum discret si la condition CFL |V|At < Az est satisfaite, tandis que le schéma de
Lax-Wendroff ne le préserve pas sauf si VAt/Ax vaut —1,0, ou 1.

sin(2kmAzx)

1.

Correction. 1. Schéma de Lax-Friedrichs

u”"‘l_ 1+V_At u® .+ E_V_At u™
I \2  2Ag ) Ut 2 2Ag /) UV
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Ainsi, u"" est une combinaison linéaire convexes de u?,; et u? des que [V |At < Az.
Sous Cette condition, le schéma vérifie le principe du maximum discret.

2. Schéma de Lax-Wendroff

wir _ VAL (VAL N L (VAL ? w, VAL(VAL N
Y 2Az \ Ax Uit Az YT oAz \ Az Y-

Le schéma préserve le principe du maximum discret, ssi chacun des coefficients
apparaissant dans le terme de droite sont positifs, c’est a dire ssi VAt/Azx = —1, 0
ou 1.

Exercice 2.3.4 Montrer que le schéma de Lax-Wendroff (2.38) est le seul schéma
précis a I'ordre 2 en espace et temps qui soit du type

n+1 __ n n n
uim = aug_y + fui 4+ yujyy,

ou «a, 3,7 dépendent seulement de VAt/Ax.

Correction. L’erreur de troncature est

E = (A0 (u( tus) — 0u(ay-1,ta) — Bultn, 25) — Yl 7321).
En effectuant un développement de Taylor en (x;,%,), on montre que

ou ou
_ -1 _
=(A) " (1—(a+B+7)u+ 5 + (« V)ax
At Pu o+ (Arx)? 0%u

=t _ 2, la=1l 2
MEERET 5 A7 ax2+0<(At) +— (Ax))).

Si u est solution de I’équation d’advection,

Ou/ot = —VOou/dx et O°u/ot* = V20*u/0x>.
Ainsi,

E=(A)" (1= (a+B+7)u——=(c— (a_y))%
+Gar (@ =) G50 (W)Z + @(sz) @28

Ainsi, si le schéma est d’ordre 2 en temps et en espace, on doit avoir

1—(a+B+7) = ((At) (1+‘O‘;7‘<Ax)2))m

c—a+7y=0 (c(At)* + |a — 7|(Az)?)
c—(a+7) =0 (F(At) +|a — v|Az).
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En faisant tendre vers zéro At et Az a c¢ constant, on obtient le systéme linéaire
suivant

l—(a+8+7)=0

c—a+v=0
c—(a+7~)=0.
D’ou 'on déduit que
a=c(l+c¢)/2
f=1-c
v=clc—1)/2.

Enfin, comme a — v = O(c¢), d’aprés 2.8, le schéma est effectivement d’ordre 2 en
espace et en temps.

Exercice 2.3.5 Montrer que le schéma explicite décentré amont (2.39) est consistant
avec |'équation d’advection (2.33), précis a l'ordre 1 en espace et temps, stable et
convergent en norme L? si la condition CFL |[V]|At < Az est satisfaite.

Correction. La consistance d’ordre 1 en temps et en espace est aisée a établir. En
effet, dans le cas V' > 0,

Ultng, 75) = wltn, 7)oy b, 25) = Uty Tj)
At Ax

= (u + Vuy)(tn, z;) + O(At + Az).
Le cas V < 0 est identique. Enfin, la stabilité L? se déduit de la stabilité L.

Exercice 2.3.6 Montrer que I'équation équivalente du schéma décentré
amont (2.39) est

u ou |V| Pu

Correction. Considérons le cas V > 0. L’erreur de troncature du schéma décentré
amont (2.39), p.51 est

B @ —i—V@ +§62u B V Az 0%u
ot Oz 2 Ot? 2 Ox?

Soit u tel que l'erreur de troncature du schéma décentré soit d’ordre 2 en espace et
en temps, on a

E + O((At)* + (Ax)?).

0*u 5, 0*u

Ainsi, l'erreur de troncature pour u est égale a

ou ou V 0%u ) )
En + V% + E(VN - Ax)@ + O((At)” + (Az)?).
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L’équation équivalente dans le cas V' > 0 est donc

ou 8u 1% 0%u
—+ V= VAt — Ax)— = 0.
o Va7l ) g2
Il suffit de substituer Az par —Ax pour obtenir ’équation équivalente dans le cas
V' < 0. Enfin, on peut résumer ces deux résultats par I’équation
ou ou |V| 0%u

ot T Vr T g B VIADGE =0

valable dans les deux cas.

Exercice 2.3.7 Montrer que I'équation équivalente du schéma de Lax-Wendroff (2.38)
est

ou V@_u V(Az)? - (VAY?\ 0*u
ot Ox 6 (Az)? ) 0x3
Correction. L’erreur de troncature dans le cas du schéma de Lax-Wendroff (2.38),
P-50 est

U(tpg1, x]) (tm%) (tn:333+1) u(ty, Lj— 1)

At

E(u) =

+V
V2At tn,x] 1)—2u(tn,x])+u(tn,xj+1)
(Az)?

En effectuant un développement de Taylor en (¢,,z;), on montre que

ou ou At [0%u 5, 0%u (At)? Pu
Bl =g Vgt % (at2 -V a:&) T o
V(Azx)? Pu
( 6 ) @ + O((Al’)s + (At)s) (29)

Soit u tel que E(u) soit d’ordre 3 en espace et en temps, on montre que dans ce cas

0*u , 0%u 5 5

De plus, ®u/0t? = V33 u/x+ O(At+ Ax). En substituant ces expressions dans
I’équation 2.9, on obtient ’équation équivalente attendue :

Ou |y 0u V(Ao ( — 2 <At) ) Ou _ O((Az)* + (At)?).

ot ox 6 Az ox3

Exercice 2.3.8 Soit |'équation

o, o Pu o
ot ox 3x2 “ax3

u(t = 0,z) = sin(wz + ¢) pour x € R,

=0 pour (z,t) € R x Rf
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avec Vv, u,w, ¢ € R. Montrer que sa solution est
u(t, z) = exp(—vw?t) sin (w(z — (V + pw?)t) + ¢)

(on admettra son unicité). En déduire que la diffusion atténue I'amplitude de la solution,
tandis que la dispersion modifie la vitesse de propagation.

Correction. On vérifie aisément que
u(t, x) = exp(—vw?t) sin(w(x — (V + pw?)t) + ¢)

est solution de I'équation donnée. L atténuation de I'amplitude est exp(—vw?t). Elle
est donc d’autant plus forte que le terme de diffusion v est important par rapport
A w™2. La vitesse de propagation de I'onde est (V + pw?) et dépend donc du terme
de dispersion pu.

Exercice 2.3.9 On définit le schéma “saute-mouton” (leapfrog, en anglais)

n+1 n—1 n

I R v oo B
2At 2Ax

Etudier la consistance et |'erreur de troncature de ce schéma. Montrer par analyse de

Fourier qu'il est stable sous la condition CFL |V|At < M Az avec M < 1.

n
]_1:()

Correction.
1. Etude de la consistance
Par développement de Taylor en (t,,z;) on a

Wtnir, @) — u(tn1,7;5) o ultn, @j1) — utn, ©-1)

V =
oAl * oAz
Ou u | (At)? Pu (Az)? 9Pu \ ,
o Var 14 O((A1) + (Az)?).
ot or T2 aB T 12 o ((A1)” + (Az)”)
Si u est solution de ’équation d’advection, 'erreur de troncature est donc
_ 1 2 93y OPu
E = 13 ((Az)* — (At)*V?) 53

Ainsi, le schéma saute-mouton est consistant, d’ordre 2 en espace et en temps.
2. Stabilité L?
Par transformation de Fourier, on obtient

0" (k) = 4"t — i2csin(2rkAz) ™ (k). (2.10)

ou ¢ = ‘2—%;. On introduit les polynomes (dépendants implicitement de k, At et Azx)
P(X) = X? +i2csin(2rkAz) X — 1.

On note A; et Ay les racines de P et A = 4(1 — ¢? sin®(2kwAx) son discriminant. Les
solutions de 2.10 s’expriment explicitement en fonction de 79 et 4! :

MATANALY 0 (AT a1
an <7A27)\1 Wt (o) u stAFO,
(1 —n)A° 4+ nAT 1ot si A=0.
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Sic > 1, le module de la somme des deux racines est égale a 2c > 2. Le module de
I'une des deux racines est plus grand que un et le schéma est instable. Si ¢ = 1, on
peut avoir A = 0 pour certaines valeurs de k et Az. Dans ce cas, A\ = Ay =1 et

4" = (na' +i(n — 1)a’)" L.

Le schéma est instable.
Considérons le cas ou ¢ est majoré par une constante M < 1. Dans ce cas, les
racines de P sont de méme module

(M| = [Aof = 1.
De plus, [A; — o] = VA > 21/(1 — M?2) > 0. On déduit de I'expression explicite de

@™ en fonction de @° et @' que
140 + 4t

o @]
&< 50 =3

Ainsi, sous la condition CFL VAt/Ax < M < 1, le schéma saute mouton est stable
L2

Exercice 2.3.10 On définit le schéma de Crank-Nicholson

n n+1 n+1

n+1 n n
; —u” U —T u” —u”
J J j+1 j—1 j+1 j—1
V | VS E— A )
At + 4Ax + 4Azx

Etudier la consistance et |'erreur de troncature de ce schéma. Montrer par analyse de
Fourier qu'il est inconditionnellement stable.

Correction.
1. Consistance
Par développement de Taylor, on montre que

W(tnt1, @) — u(tn, ;) | wtnis, Tji1) — ultngr, 1)

At 4Azx
W(tn, ji1) — u(tn, i) Ou ou At [ 0*u 0%*u
1% : =t Vot g TV
* N o o T2\ T G

+

At)? (BPu  V Bu
@rp (v

6 ot3 2 0xOt?
(Ax)?V d3u

R O((At)? + (Ax)?).

Ainsi, si u est solution de I'équation d’advection,n I'erreur de troncature est

3
E(u) = 1—‘/2 (2(Ax)2 — VQ(At)2) % + O((At)? 4 (Ax)?).
x
Le schéma de Crank-Nicholson est donc d’ordre 2 en temps et en espace.
2. Stabilité L?
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Par transformation de Fourier, on établit que

VAL VAL
amtt (1 + Z2Aq: sin(ZWkAm)) =q" (1 — Z2Aa: sin(27rkA$)) :
Ainsi, |a""!| = |a"|. Le schéma est donc inconditionnellement stable en norme L2

Exercice 2.3.11 Démontrer la derniére inégalité dans (2.43), c'est-a-dire qu'il existe
une constante C' > 0 indépendante de k telle que || P(k)||2||P(k)~!||2 < C, pourvu que

la condition CFL
At 1

Ar V1o

soit satisfaite.

Correction. Nouvel énoncé :
On suppose que uy est tel que

/Olul(x)dx = 0.

On pose v; = u(z;) — (N + 1)1 Zszo u(zy). On modifie légérement le 0—schéma
centré : on définie u) et uj par
uj — ul

J
At

u? = ug(z;) et

j :Uj.

Démontrer la stabilité L? du 60— schéma centré sous la condition CFL
At
—V1—-40 <1-9,
Ax

ot d > 0. Plus précisément, montrer qu’il existe une constante C' telle que pour tout
n,
lu” |2 < C([u’llz2 + [Jv]lz2)-

On utilise ’analyse de Fourier pour obtenir

A nt 2-(1-20)a(k) ) )
i) = ( ﬁi(é’j)}( et 01>U”<k>=A<k>U"<k>,

ou )
At .92
ak) =4 (A—x> sin”(mkAx)

Ainsi, U1 (k) = A(k)"U°(k). Les valeurs propres de la matrice A(k) sont les racines
du polynome
o 2—(1—20)a(k)

A
1+ 0a(k)

A+1=0, (2.11)
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dont le discriminant est

a(k)
A(k) = ERGE (4—(1—40)a(k)).
Si a(k) = 0, le polynome (2.11 possede une racine double A = 1. Si a(k) # 0,
d’apres la condition CFL, A(k) < 0 et le polynéme possede deux racines distinctes
complexes, conjuguées l'une de 'autre, de module 1. Considérons le premier cas,
c’est a dire a(k) = 0. Dans ce cas, il existe p tel que k = p(N + 1). De plus, comme
>, v =0, onao(k)=0. Ainsi, a' (k) = a°(k). Or

A(m(}):(f _ol)(i):(i)

) = A = a0 (5l ) = (i) ) =00

Ainsi,

On a montré que si a(k) =0, 4" (k) = 4°(k) pour tout n.
Reste a considérer le cas a(k) # 0. Dans ce cas, le polynéme (2.11) possede
deux racines distinctes A et \. La matrice A(k) est diagonalisable. Plus précisément,

aw=5() () (AT

On en déduit que

w8 F)

On obtient ainsi une expression explicite de @""!(k) en fonction de @°(k) et 0(k).
Plus précisément,

@ (k) = flx (=X = (= X)) (k) — A" = X)a(k),

@ (k) = ﬁ (W= 1) = X" 1)) (k) — A" — X)i(h).

Un calcul explicite de la racine A du polynéme (2.11) nous donne

v 2= (1= 20)a(k) + i/—A(k)
B 2(1 + Oa(k)) ‘

D’apres la condition CFL, il existe une constante C; indépendante de k telle que

‘%‘ = (2(1 + Ba(k)))~!

14i2(1 — 20)\/4 — (1 —40)a(k)

<C. (212




2.3. AUTRES MODELES 31

D’autre part, en utilisant a nouveau la condition CFL, on établit qu’il existe une
constante Cy, indépendante de £ telle que

At At
— < ()

=
|
>
2
=

Or

: At . At
min Valk) =2 (E) sin(rAx) > (E) TAr = 1At

k:sin(kmAx)#

des que Ax est assez petit. Ainsi,

At_ S 7T_102.
A=Al

De cette derniere estimation, de I'esimation (2.12) ,de l'expression de u"™!(k) et le
module de A étant égale a 1, on déduit que

@ (k)| < Ca® (k)| + 77" Colo (k)]
Le schéma est donc stable pour la norme L? et il existe une constante C' telle que

™[22 < C (lu®llz2 + v 2)

Exercice 2.3.12 On considere le cas limite du Lemme 2.3.6, c'est-a-dire At/Ax =
(1—460)71/% avec 0 < 0 < 1/4. Montrer que le f-schéma centré (2.42) est instable dans
ce cas en vérifiant que u} = (—1)"*/(2n — 1) est une solution (remarquez qu'il s'agit
d'une instabilité “faible” puisque la croissance de u" est linéaire et non exponentielle).

Correction. Soit u} = (—1)""/(2n — 1),
—uf_y 4 2ul —uf = 4(=1)""(2n — 1)

et

Wt —2uf + ) = A(=1)" (20 - 1),

En substituant ses relations dans ’expression du 6 schéma et en considérant le cas
(AtAz)* = (1 —460)~!, on en déduit que

wt —2ul + ! —uf )+ 200 — ]
@z " (Ax)?
n n n n—1 n—1 n—1
+ (1 —20) (Ar)? +6 (Br)?

= 4(AD)2(2n — 1)(=1)"H (=1 — (1 — 460) "
+(1—20)(1—46)"" —6(1 —46)"") = 0.
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Exercice 2.3.13 Montrer que le 6-schéma centré (2.42) conserve |'énergie discréte,
c'est-a-dire que E™ = E° pour tout n > 0.

n

Correction. On multiplie (2.42), p.55 par u"Jrl uj_1 et il vient

(Alt)2 (! = — (= ) (o (ul — )
+(A1:B)2 ( ] 1+ 2u ]+1) (u;?“ . u?_1>
+(Ai)2 (=it =l ) + 20 —ul) — (i =) (W — el
+(A9x)2 (—(ui=) =l y) 20 =) — (Wi —ulyy) (W -t

Si on somme par rapport a j, comme

N N
n n
E :(_uj—l + 2uj — j+l E (W — ) (V41— v5).,

j=0 Jj=0

i<un+1 n>2 i(u 1)2
Jj=0 J
tane(u™, u" Tt —u" )

+an(un+l . un’un—i—l —u” + (un _ un—l))

tape ("t —u" " — w4 (" —u™Y)) =0,

on en déduit que

c’est a dire

N u” 1 un 2
Z < ) + an(un’ un+1> + eaAr(un+1 _ un’unJrl . un)

j=0
N

uf —uf -1\ 2 ) X X
Z + apn, (U u") + Oan, (Ut — U ut —ut ).

Jj=0

Exercice 2.3.14 Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs (2.45) est stable en norme
L? sous la condition CFL At < Az, et qu'il est précis a I'ordre 1 en espace et temps si
le rapport At/Ax est gardé constant lorsque At et Ax tendent vers zéro.

Correction.
1. Consistance
On pose U = (v,w) et
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On effectue un développement de Taylor en (t,,x;) sur le schéma (2.45), p.58 :

1
oag QU (Ener, 25) = Ut 2540) = Ultn, 25-1))

1
+ EJ (U(tn, zj1) — Ultn, vj-1))

A (1 - (ﬁy) IV L o ((Am)2 + (Ag’yl)

ot T or 2At Az Ox2 At

Le schéma est donc consistant et précis a 'ordre 1 si le rapport At/Ax est constant.
2. Stabilité L
Etudions la stabilité L?. Par transformation de Fourier, on établit que

ot .. At (01 o
( e ) = (COS(lerAx) - zsm(Qk‘WAx)A—x ( 10 )) ( o ) .

On pose o = cos(2kmAz) et 3 = sin(2krAz)LL. On diagonalise la matrice A(k) et
on établit que

w051 A) () ()
¢ _11)221_

Ainsi, le schéma est stable L? si et seulement si |a + i3] < 1. Or

Notons que

| +iB]* = (cos(2kmAx)? + sin(2kmAx)?*(At/Az)?)
et que le schéma est stable en norme L? sous la condition CFL At < Ax.

Exercice 2.3.15 Montrer que le schéma de Lax-Wendroff (2.46) est stable en norme
L? sous la condition CFL At < Az, et qu'il est précis a I'ordre 2 en espace et temps.

Correction.
1. Consistance
On pose U = (v, w) et

0 1
J= ( 0 ) .
On effectue un développement de Taylor en (t,,x;) sur le schéma (2.46), p.58 :

1
7 Ut ) = Ultn, 7)) = 55— J- (Ultn, @j11) = Ultn, 2j-1))

A oU  Atd*U
+W(—U(tm 2 — 1) 4+ 2U (b, 7;) — Ult, wj41)) = ]

(AL2OPU U (Ax)dPU  AtRU \ \
ov o0 (A ott  AtOTU AD? 4 (Az)),
6 o7 Tor T 6 a7 2 am OB+ (AT
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Si U est solution de I’équation (2.44), p.58, on en déduit que l'erreur de troncature
est

((a027 — (8221) 28 L o((aa) + (a0,

EU) = oz

| =

2. Stabilité L2.
Etablissons la stabilité L? sous la condition CFL At < Az. Par transformation de
Fourier, on établit que

2
U"+i(k) = (1 —2 (%) sin?(krAz) + z% sin(?/mAx)J) U (k)
x x

On pose . =1 —2 (%)2 sin’(kwAz) et 8 = &% sin(2kwAz) et on procede comme

pour 'exercice précédent. Ainsi, le schéma est stable L* ssi |a + i3] < 1. Or

VAL VA
212 _ 2 _
la+if| =1+ 4sin (/mrA:c)( x) (1 ( J;) )

Ainsi, le schéma est stable L? des que

|V |At
Ax

<1



