Chapitre 5

ETUDE MATHEMATIQUE DES
PROBLEMES ELLIPTIQUES

5.1 Introduction

5.2 Etude du Laplacien

Exercice 5.2.1 A l'aide de I'approche variationnelle démontrer I'existence et I'unicité
de la solution de

(5.1)

—Au+u=f dans(
u =0 sur 0f2

ol €2 est un ouvert quelconque de I'espace RY, et f € L%(€2). Montrer en particulier que
I'ajout d'un terme d'ordre zéro au Laplacien permet de ne pas avoir besoin de I'hypothése
que ) est borné.

Correction.
ler Etape. Recherche de la formulation variationnelle.

On multiplie I’équation vérifiée par u par une fonction test v nulle sur dw. Par
intégration par parties, on obtient que

/Q V. Vo + u(z)v(z)de = /Q Foda.

Afin que cette expression ait un sens, il suffit de choisir u et v dans H}(Q). Le
probleme variationnel associé a ’équation de convection-diffusion consiste donc a
déterminer u € H}(Q) tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy(Q),

a(u,v) = / Vu.Vu + u(z)v(z)de

Q
Lv) = /Q Foda.

A7
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2eme Etape. Résolution du probleme variationnel.
La continuité de a(.,.) et L(.) est évidente de méme que la coercivité de la forme
bilinéaire af(.,.). En effet,

a(u, u) = [[ull7p ge)-
Les hypotheses du Théoreme de Lax-Milgram sont réunies. Il existe donc une so-
lution unique au probleme variationnel. On vérifie enfin en effectuant les méme
intégrations par parties que lors de la premiere étape que Vu est un élément de
H(div) et que
—Au+u = f en tant qu'éléments de L*(€2).

Enfin, comme v € H}(Q), et que Q est un ouvert régulier, la trace de u est bien
définie et u = 0 presque partout sur 0f).

Exercice 5.2.2 Soit ) un ouvert borné de R". A I'aide de I'approche variationnelle
démontrer |'existence et |'unicité de la solution du probléme suivant de convection-
diffusion

{V~Vu—Au:f dans (2 (5.2)

u=0 sur 0f2

ou f € L*(Q) et V est une fonction réguliere a valeurs vectorielles telle que divl = 0
dans €.

Correction.
ler Etape. Recherche de la formulation variationnelle.
On multiplie I’équation vérifiée par u par une fonction test v nulle sur dw. Par
intégration par parties, on obtient la formulation variationnelle suivante :
Trouver u € H} () tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hj (),
ou
a(u,v) = / Vu.Vu + (V.Vu)vdz
0
et

L(v) = /Q Fudz.

2eme Etape. Résolution du probleme variationnel.
Afin d’appliquer le Théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale
a vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire a(., .).

a(u,u) = / Vu.Vu + (V.Vu)udz
0
Or
/(V.Vu)udx = 1/2/div(\u!2V)dac
0 0

= 1/2/ lu|*V.nds
o0
= 0.
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Ainsi,

a(u,u) = [|Vul[j2q
et la coercivité de a(.,.) se déduit de l'inégalité de Poincaré.
3eme Etape. Equivalence avec 1'équation.

/Vu.Vvdx = / fv—V.Vu.uvdz.
Q Q
Alinsi,

< (I llzee) + IV [ 2o @ lull @) vl 22,

‘/ Vu.Vodx
Q

et Vu est un élément de H(div). On en déduit donc par intégration par parties que
—Au+u = f en tant qu'éléments de L*(€2).

Exercice 5.2.3 On reprend les notations et hypotheéses de |'Exercice 5.2.2. Montrer
que tout v € H}(Q) vérifie

/vV-Vvdx:O.
Q

Montrer que la solution de la formulation variationnelle du probléme de convection dif-
fusion ne minimise pas dans H}(Q) I'énergie

1
J(v) = —/ (|Vv]* + 0V - Vo) do — / fvda.
2 Jo Q
Correction. On a d’ores et déja prouvé dans l'exercice précédent que
/ vV.Vudr =0
Q

pour tout v € H}(Q). Ainsi,

Jv) = 1/2/9(|VU|2+?).VVU)dIL‘—/fvd:E

= 1/2/9[Vv|2dx—/fvd:v

Or le minimum w sur H(Q2) de J es solution du probléme aux limites

—Au=f dans
u=20 sur 0f),

et n’a donc aucune raison (sauf cas exceptionnel) d’étre du probléme aux limites

VVu—Au=f dans
u=20 sur 0f),
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Exercice 5.2.4 On considére a nouveau le probléeme aux limites (5.1). On suppose
que l'ouvert 2 est symétrique par rapport a I'hyperplan zx = 0 de méme que la donnée
f (e f(o',2n) = f(2', —xx)). Montrer que la solution de (5.1) a la méme symétrie.
Montrer que (5.1) est équivalent a un probléeme aux limites posé sur Qt = QN{zy > 0}
avec une condition aux limites de Neumann sur QN {xy = 0}.

Correction. Soit u la solution de (5.1), p.101. On définit
v e HY(Q) par v(2, z,) = u(a', —z,).
On a alors
—Av(2!,z,) = —Au(a, —x,) = f(a,—x,) = f(2/,x,).

En d’autres termes, v est également solution du problemes aux limites (5.1). Comme
u est 'unique solution de ce systeme, u = v et u(2’,z,) = u(z’, —z,). Soit ¢ €
C(€2). On pose (2, z,) = ¢¥(2', —x,). On a

ou
<%a 90>H*1/2(Qﬂ{xn:0}),H1/2(Qﬂ{wn:()})

:/ Augpd:z:+/ Vu.Vpdx
ot o+

= fgad:c+/ Vu.Vedz.
Ot

Ot
De méme,

ou
<%a 90>H*l/Q(Qﬁ{a:n:O}),Hl/Q(Qﬁ{wn:()})

== fodr + Vu.Vpdx
Q- Q-

= — fedx + Vu.Vedz
Qt Qt

(par changement de variable (2/, x,) — (2/, —x,)).
Or 7ﬂlQm{xnzo} = @ion{z,=0}, ainsi,

ou

<8_n’ 90>H—1/2(Qm{zn:o}),H1/2(Qn{xn:o})

ou

<8n’ S0>H—1/2(Qn{mnzo}),H1/2(Qm{zn:o})

et Qu/On = 0 sur Q N {z, = 0}. Ainsi, u est également solution du probleme aux
limites

—Au = f dans Q7
u=0sur 0QN{z, >0}
ou

%:Osurﬁﬂ{xn:()}.
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Exercice 5.2.5 Démontrer que |'unique solution v € H'(§2) de la formulation varia-
tionnelle (5.18) vérifie |'estimation d'énergie suivante

[ull 1) < C (I1f 2 + lgllz2o0)) »
ou C > 0 est une constante qui ne dépend pas de u, f et g.

Correction.

Exercice 5.2.6 On suppose que ) est un ouvert borné régulier de classe C!. A I'aide
de I'approche variationnelle démontrer I'existence et I'unicité de la solution du Laplacien
avec une condition aux limites de Fourier

{ —Au=f dans (2

g—z +u=yg¢g surdf) (5:3)

ou f € L*(Q) et g est la trace sur 9N d'une fonction de H'(Q2). On démontrera
I'inégalité suivante (qui généralise celle de Poincaré)
0]l z20) < C ([vllz2@a) + [ Vlliz@) Yo e HY(Q).

Correction.
ler Etape. Recherche de la formulation variationnelle.
On multiplie I’équation vérifiée par u par une fonction test v. Par intégration

par parties, on obtient
/ Vu.Vudx —/ %vds = / fudz.
Q a0 On Q

Comme on ne peut inclure la condition au bord dans le choix de ’espace V', on doit
l'utiliser dans I’expression de a(.,.) et L(.). On a donc

/Vu.Vvdx—/ (g—u)vds:/fvdx.
Q o0 Q

La formulation variationnelle retenue consiste donc & trouver u € H'(Q) tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € H*(Q),

a(u,v):/Vu.Vde+/ u.vds
Q o0

L(v) = /vadx + /aQ guds..

2eme Etape. Résolution de probleme variationnel.

Afin d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram, la seule hypotheése non triviale a
vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire a(.,.). A cet effet, on va montrer qu’il
existe une constante C' telle que pour tout v € H* (),

ou

[0l z20) < Cll[oll200) + VOl 22(0)-
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La coercivité est alors évidente. Afin d’établir ce dernier résultat, on raisonne par
contradiction : Supposons que pour tout n, il existe v, tel que

[onll2e) > nllvnll200) + 1V on]| 22()-

Quitte a considérer la suite v, /||vn||r2) au lieu de v,, on peut supposer que pour
tout n, ||v,]|z2() = 1. Ainsi, la suite v, est bornée dans H'(2) et d’apres le théoreme
de Rellich, il existe une sous suite v, convergente dans L*({2) vers un élément v de
L*(Q). De plus, Vv, converge vers zéro dans L?(2). Ainsi, v,y est une suite de
Cauchy de H'(f2), v appartient a H'(Q2) et Vv = 0. d’aprés un lemme du cours, on
en déduit que v est une constante. Or v = 0 sur 9€2. Ainsi v = 0 dans tout 2, ce qui
contredit le fait que [|v||p2) = 1.
3eme Etape. Equivalence avec le probleme aux limites.

Tout d’abord, on établit en appliquant la formulation variationnelle a des éléments
v € CX(Q) que Vu est un élément de H(div) et par intégration par parties que

—Au = f dans €.

Comme f est un élément de L*(€2), on en déduit que u appartient a H?(2). En uti-
lisant cette fois des fonctions tests régulieres quelconques, on obtient par intégration

par parties que
/ (21 w0 / d
— +u).vds = guds
a0 On a0

(cette intégration par parties est licite car Vu € H'(Q)). Enfin, comme la trace des
fonctions régulieres est dense dans [2(9€2), on en déduit que
ou

o + u = g presque partout sur 0f2.
n

Exercice 5.2.7 On suppose que € est un ouvert borné connexe. A I'aide de I'approche
variationnelle démontrer I'existence et |'unicité de la solution du Laplacien avec des
conditions aux limites mélées

—Au=f dans
Gu — 0 sur 0Qy (5.4)
uw=0 sur 0€)p

ol f € L*(Q), et (00, dQp) est une partition de OS2 telle que les mesures superficielles
de 0Q et 02p sont non nulles (voir la Figure 4.1). (Utiliser la Remarque 4.3.18.)

Correction.
La formulation variationnelle s’établit naturellement : Il s’agit de trouver u € V'
tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € V

ou
V={veH(Q):v=0sur 0Qp}

a(u,v) :/Vu.Vvdx
0
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L(v):/gfvdac.

Afin de montrer 'existence d’une solution unique, on applique le théoreme de Lax-
Milgram. La coercivité est établie a I'aide de I'inégalité de type Poincaré suivante :
Il existe C' > 0 tel que pour tout v € V,

lullz2) < ClIVul|L2(e).-

Cette inégalité s’établit par contradiction de maniere classique. Enfin, I’équivalence
du probleme variationnel et aux limites ne pose pas de probléeme particulier.

Exercice 5.2.8 Démontrer |'inégalité de Poincaré-Wirtinger (5.28).

Correction.

Exercice 5.2.9 On suppose que €2 est un ouvert borné connexe régulier. Soit f €
L?(2). On considere la formulation variationnelle suivante : trouver u € H'(Q) tel que

/QVu-Vvder (/Qudx) (/de:v> :/vadx Vo e H(Q).

Démontrer I'existence et I'unicité de la solution de cette formulation variationnelle. Quel
probleme aux limites a-t-on ainsi résolu ? En particulier, si on suppose que fQ fdx =0,
quel probleme déja étudié retrouve-t-on ?

Correction.
1. Existence
Soit

a(u, v) = /Q Vu.Vodz + ( /Q ud:v) ( /Q vdm) (5.5)

L(v) = / F@)o(a)da.
Q
Le probléme variationnel posé consiste a déterminer u € H'(2) tel que
a(u,v) = L(v) Yo € HY(Q).

Afin d’appliquer le Théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale a
vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire a(.,.) En raisonnant par I’absurde
(comme lors de la deuxieme démonstration de I'inégalité de Poincaré 4.3.10 p. 85),
on établit qu’il existe C' > 0 tel que pour tout u € H(Q),

[ull? 0y < Calu, u)

(On utilise ici le fait que Q2 est borné). Le Théoreme de Lax-Milgram nous assure
alors l'existence et 1'unicité de la solution de 5.5.
2. Détermination du probleme aux limites
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Soit ¢ € CF° (),

/Q Vu.Vo(z)de — — ( /Q u(m)dm) ( /ﬂ go(x)dx) + /Q F@)o(z)ds.

D’apres I'inégalité de Cauchy-Shwarz,
/ udzx
Q

S <|Q|1/2

/QVU.VQO(.I)CZJ} + HfHL2(Q)) el z20)-

Ainsi, Vu € H(div) et
—div(Vu) = f — / udx dans .
Q

Enfin, comme Vu € H(div), la trace de du/0n sur la frontiere de 2 est correctement
définie et on établit aisément que du/0n = 0. Le probleme aux limites résolu consiste
donc & trouver u € H'(Q) tel que

—Au:f—/udx dans )
Q

ou

— =0 sur 0f).
on

Dans le cas particulier f = 0, en appliquant la formulation variationnelle a la fonc-

tion test ¢ = 1, on en déduit que
/ u(x)dr =0
Q

et que u est solution du probleme de Neumann (5.25), p.112.

Exercice 5.2.10 Montrer que si u; € H'(Q) et uy € H'(2) sont solutions de
(5.35) avec (5.36) et u; = 0 sur 0%, pour i = 1,2, alors la fonction u définie comme
u; dans €;, i = 1,2, est I'unique solution dans Hj(f2) de (5.33).

Correction.

Tout d’abord, la fonction ainsi définie est bien un élément de H}. En effet, u est
continue et les restrictions de u a €, et 2y appartiennent respectivement & H' ()
et H'(£,). D’apres le Lemme 4.3.19, p.86, u est donc un élément de H'(€2). Enfin,
u = 0 sur 0€2. Notons que pour presque tout z € €2,

Vu(z) = {Vuy(z) six € % Vuy(x) si x € Qy.}

Soit v un élément de H}(€2). On introduit v; et v, les restrictions de v & €y et

Q.
/ k1Vu1.Vvlda::/fv1dx—|—//ﬁVul.ndx
(921 Q T
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/ kQVuQ.vada::/fUde—/kQVuQ.ndx
Q Q r

Par sommation, on obtient

/AVu.Vvdx:/fvdm,
Q Q

les deux termes de flux sur 'interface I' se compensant. On en déduit que AVu est
un élément de H(div) et que

—div(AVu) = f en tant qu'éléments de L*(€2).
On a donc prouver que u est 'unique solution de (5.33), p.115.

Exercice 5.2.11 Montrer |'existence et |'unicité de la solution de

—div(AVu) +u = f dans )
v — sur OS2

onag
avec f € L?(Q) et g € L*(99).

Correction. La formulation variationnelle consiste & trouver u € H'() tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € H'(Q)

ou

a(u,v) = / AVu.Vv + uvdx
Q

L(v) = /vadx + /89 guds.

L’existence d’une solution a ce probleme découle d'une application aisée du théoreme
de Lax-Milgram. Enfin, le Lemme 5.2.13, p.110 reste valable pour un opérateur
elliptique du deuxieme ordre a coefficients variables, pourvu que A soit suffisamment
régulier. En particulier, si pour tout i et j, a;; € C1(Q), w € H*(2). Ainsi, on obtient
que

—div(AVu) = f en tant qu'éléments de L*(12),

que la trace 6‘1—71 est bien définie sur 0€) et que
0
% = g dans L*(09).

Exercice 5.2.12 Soit € un ouvert borné et K un compact connexe de R" inclus dans
Q (on suppose que 2\ K est régulier). Soit f € L*(€2). On consideére un probléme de
conduction dans €2 ou K est une inclusion parfaitement conductrice, c'est-a-dire que
I'inconnue u (la température ou le potentiel électrique, par exemple) est constante dans
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K (cette constante est aussi inconnue). On suppose qu'il n'y a pas de terme source dans
K. Ce probleme se modélise par

—Au=f dans 2\ K

uw=C sur 0K
Lok %ds:() sur OK
u=20 sur 0€),

ou (' est une constante inconnue a déterminer. Trouver une formulation variationnelle
de ce probleme aux limites et démontrer |'existence et I'unicité d'une solution (u,C').

Correction. On introduit ’espace vectoriel
X={uec H'(Q—K): u=0sur 9 ; v = constante sur 0K }.

muni de la norme de H'(€2 — K). Notons que X est un espace de Hilbert. En effet,
c’est un sous espace fermé de H'(Q — K).
lere Etape. Détermination de la formulation variationnelle.

On multiplie I’équation vérifiée par u sur 2 — K par un élément v de X. Par
intégration par parties, on en déduit que

Vu.Vv(x)da:—l—/ a—(x)v(x)ds = f(z)v(z)dx (5.6)

O-K oK on 0-K

Comme v(z) est constante sur 0K, on a

. g—Z(m)v(x)ds = (/M %Ls) v(OK).

Enfin, d’apres 1’équation vérifiée par Ou/0n sur 0K,
ou

. %(x)v(x)ds = 0.

L’équation 5.6 vérifiée par u se simplifie en
/ Vu.Vou(zr)dr = f(z)v(z)de.
Q-K Q-K

La formulation variationnelle associée au probleme aux limites consiste a trouver
u € X tel que
a(u,v) = L(v), (5.7)

ou a(.,.) est la forme bilinéaire définie sur X par
a(u,v) = Vu.Vou(z)dz
Q-K
et L(.) la forme linéaire

L(v) = . f(z)v(z)de.
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2eme Etape. Existence de solution.

L’application du Théoreme de Lax-Milgram est triviale et nous assure 1’exi-
stence et 'unicité au probleme variationnel 5.7.
3eme Etape. Equivalence avec le probleme aux limites.

On applique dans un premier temps la formulation variationnelle a une fonction

v € CX(2— K). On en déduit que Vu € H(div) et que

—Au = f pour presque tout x € 2 — K.

Comme Vu € H(div), Ou/On admet une trace (au moins au sens faible sur 0K).
En appliquant la formulation variationnelle a un élément quelconque v de X, on en
déduit que
0
—u(x)dx =0 sur 0K.
8K»8n

Enfin, les conditions de type Dirichlet u = 0 sur 9S2 et u = C' sur 0K ont été incluses
dans la définition de 'espace X auquel appartient w.

Exercice 5.2.13 Montrer que I'application (non-linéaire) v — v™ est continue de
L*(2) dans lui-méme, ainsi que de H'(§)) dans lui-méme (utiliser le fait que Vu = 0
presque partout sur I'ensemble u~1(0)).

Correction.
La continuité de I'application v — v de L%*() dans L*(Q) est évidente, car
Lipschitzienne. En effet, pour tout u,v € L*(Q), on a

Jv" — w2 ) < v — ul| 20

La continuité de cette application de H1(2) dans lui méme est un peu plus délicate.
Considérons une suite v,, convergeant vers v dans H'(). Soit v,, une sous-suite
extraite quelconque de v,,. De cette sous suite, on peut extraite une nouvelle sous-
suite v,» convergeant presque partout. On a

Vi — Vor|lzg) =[1s 50V — 150V 1200
<L, 50(Vp = V)| 22y + [[(Lo, .50 = Lus0) VU 12(0)
<[V — Vo2 + [|(Lo, 50 = Los0) V|| 20

Il est claire que le premier terme du second membre converge vers zéro. Enfin,
||(1Un”>0 — 1U>0)VUH%2(Q) = / ” )(1Un//>0 - 1v>o)2!vv\2dfﬁ-
Q—v=1(0

car Vv = 0 sur presque partout sur v=!(0). Comme l'application x — 1, est continue
sur R — 0,

1,, ,>0(z) — lyso(z) pour presque tout z € Q —v~'(0).
Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,

v, >0 — 1o>0) VU||L2(Q) — U lorsque n —
1, Lus0) Vol 2y — 01 "0
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et
Vul, — Vo' dans L*(9).

On en déduit que toute la suite Voo converge vers VuT. En effet, dans le cas
contraire, il existerait un réel € > 0, et une sous-suite v,, de v, tels que

Vv = Vo' lLeg) > e

Ce qui contredit le fait qu’on puisse construire une sous-suite v, de v, telle que
Vul, — Vot dans L*(€2). En conclusion, on a montré que si v, — v dans H' (1),
alors v, — v" dans L?(Q) et Vo7 — Vo™ dans L?(Q). En d’autres termes, v;” — v
dans H'(Q), et 'application qui & v associe v est continue de H*(§2) dans H'(2).

5.3 Résolution d’autres modeles

Exercice 5.3.1 Montrer que I'application de L?(Q)" dans H} ()Y qui a f fait cor-
respondre u, I'unique solution faible de (5.53), est linéaire continue.

Correction.

La linéarité de cette application est évidente. La continuité est une conséquence
du Théoreme de Lax-Milgram (qu’on a appliqué pour démontrer l'existence et 'uni-
cité de la solution de (5.53), p.127). On peut retrouver la continuité directement,
en appliquant la formulation variationnelle a la fonction test v = u. On obtient

/|e(u)|2 + |divu[*dr = / fudz.
Q Q
En combinant cette égalité a I'inégalité

C [ letwl? + WivaPde > lulfo
et a I'inégalité de Cauchy-Shwarz, on en déduit que

[ull ) < Cllfllzz2@)-

Exercice 5.3.2 Soit Q un ouvert connexe de RY. Soit I'ensemble R des “mouvements
rigides" de €) défini par

R = {v(z) = b+ Mz avec b € RY, M = —M" matrice antisymétrique } .  (5.8)

Montrer que v € H' ()N vérifie e(v) = 0 dans Q si et seulement si v € R.

Correction. Soit v € H'(Q)" telle que e(v) = 0. On pose w = (Vv — Vo),

partie antisymétrique de Vv,
1 8’&1 8uj
wij = — — .
2 al'j 83:2




5.3. RESOLUTION D’AUTRES MODELES 59

La fonction w;; est un élément de L?*(Q) et ses dérivées %%’: sont des éléments de
H=Y(Q) (voir Définition 4.4.10, p.96). On vérifie aisément que

8wij 8eik _ 8ejk
oz,  Ox;  Ox;

Comme e(v) = 0, on en déduit que pour tout k,

awij

=0.
(%ck

Ainsi, pour tout w;; admet une dérivée faible L? et d’apres le Lemme 4.2.5, p.76
, il existe une matrice M telle que w;;(x) = M presque partout. De plus, w étant
antisymétrique, M 'est également. On en déduit que

Vv =M.
Enfin,
V(v — M.uz)=0.

De nouveau par application du Lemme 4.2.5, on en déduit qu’il existe une constante
b telle que
v(x) = b+ M.x pour presque tout z € ).

Exercice 5.3.3 Montrer que u € V est I'unique solution de la formulation variation-
nelle (56.61) si et seulement si u réalise le minimum sur V' de |'énergie J(v) définie par
(5.64). (Indication : on pourra s'inspirer de la Proposition 3.3.4).

Correction.

Exercice 5.3.4 Soit Q un ouvert borné connexe de R™. On considére le systéme de
I'élasticité avec la condition de Neumann (5.56) sur tout le bord 0€2. Montrer que la
condition d'équilibre (vectorielle)

/fdx—f—/ gds =0
Q o0

est une condition nécessaire et suffisante d’existence et d'unicité d'une solution dans
HY(Q)N (I'unicité étant obtenue “a un mouvement de corps rigide” pres, c'est-a-dire a
I'addition de Mz + b prés avec b € RY et M une matrice antisymétrique constante).

Correction.
En intégrant I’équation sur €2, on obtient suite a une intégration par parties la

condition de compatibilité
/fd:c—l—/ gds = 0.
Q o0

Sous cette condition, on va montrer que le probleme aux limites avec conditions
de Neumann admet une unique solution dans l'espace V, quotient de H(Q)" par
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I’espace des mouvements rigides R. La formulation variationnelle est aisée a établir
et consiste a trouver u € V tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € V

a(u,v) = /QZMe(u)e(v) + A(divu)(dive)dz

L(v) :/Qf.vda:%—/mg.v

Le seul point délicat afin d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram consiste a prouver
la coercivité de la forme bilinéaire, c¢’est a dire qu’il existe une constante C' telle que

|ul|? < Ca(u,u) pour tout u € V. (5.9)

ou

ully = infap|lu 4+ M.z 4 b||g1(q), avec M matrice antisymétrique et b € R".

Supposons que la relation (5.9) soit fausse pour tout C. Dans ce cas, il existe une
suite u, d’éléments de V telle que

1= |lunll} > na(u,,u,).
Rappelons qu’il existe v tel que
a(u,u) = vle(w)|zq)-

Ainsi,
1= HunH%/ 2 VnHe(un)H%?(Q)

D’apres le théoréme de Rellich, il existe une sous-suite u,s convergente dans L*()
quotienté par R. De plus, comme e(u,/, u, ) tend vers zéro, on en déduit que u,,
converge dans V' vers un élément u tel que e(u) = 0. D’apres 'exercice précédent,
il existe M matrice antisymétrique et b € RY tels que u(x) = M.z + b. En d’autres
termes, u = 0 dans V', ce qui contredit le fait que [|ully; = 0. Afin de prouver que la
solution du probleme variationnel est solution du probleme aux limites, on procede
comme pour le Laplacien. En particulier, afin de donner un sens a o.n, il serait
nécessaire de montrer que u est en fait un élément de H?*(2) (ce qu'on a admit
pour le Laplacien). A défaut, on peut toujours utiliser le fait que o est un élément
de H(div) et utiliser la définition faible de la trace de la normale de o sur le bord
comme élément de H~/2(9Q)(voir Théoreme 4.4.7, p.94)

Exercice 5.3.5 On suppose que 2 est un ouvert borné de RV et que f € L*(Q)V.
Montrer I'existence et I'unicité de la solution de (5.65) dans H{(Q2)" sans utiliser
I'inégalité de Korn. Vérifier qu'on peut affaiblir les hypothéses de positivité sur les coef-
ficients de Lamé en supposant seulement que 4 > 0 et 30 + 2\ > 0.
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Correction. La formulation variationnelle consiste a trouver u € H} () tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy(Q),

a(u,v) = /S]/L(Vu, Vo) + (A + p)(V.au)(V.o)de

L(v) = / foda.

Afin d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale a
vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire af.,.). Or

(divu)? < 2|Vul?,
ainsi,
ofusu) 2 [ (o min(0, 200+ ) [VuPds
Q

ou encore

a(u,u) > / min(, 2\ + 3p) | Vul*dz.
Q

La forme bilinéaire a(.,.) est donc coercive des que p > 0 et 2A + 3u > 0, ce qui
établit 'existence d’une solution unique au probleme variationnel. On montre que u
est solution du probleme au limite en procédant comme pour le Laplacien.

Exercice 5.3.6 Vérifier I'équivalence de (5.65) et (5.53) si A\ et u sont constants.
Montrer que (5.65) et (5.53) ne sont plus équivalents si A et u sont des fonctions
(régulieres), méme si on remplace I'équation vectorielle de (5.65) par

—div(uVu) — V((pr + A)divu) = f dans Q.

Correction. Soit u la solution du probléeme variationnel de 1’élasticité linéarisée
avec condition de Dirichlet, pour tout v € C>(Q)V,

(9ui 8uj avi ) ) B
/QMZ (&vj + &ci) ijd$+/g))\(dlvu)(dlvv)d$_/Qf‘vdx'
Z?J

Or par intégration par parties,

Iuauj 6UZd{L‘ _ _/ui (Mavl)dx
Q 8@ 8$j Q Jaxi (9xj
82w aﬂ ov;
- _/QMUJal']a%Zdw B /Qujaxl al’]da:

B /8,uuj avidaj_/uﬁu (%idm
N QO 835]- 85EZ Q J@xi &%’j

Ou; Ov; op Ov;  Op Ov;
- e Rl N da.
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Ainsi,

/Q/iizj (81:]- + 3%‘) o, dx + /Q)\(dlvu)(dlvv)dx =

/ uVu. Vo + (A + p)(divu)(dive)dz + / w.((dive) Vi — Vol V) da.
Q Q

Si p est constant, u est donc également 1'unique solution du probleme variationnel
consistant & trouver u dans Hg ()" tel que pour tout v € H(Q)",

/ pVu. Vo + (A + p)(dive)(dive)dz = / fudzx,
Q Q

qui est équivalent au probleme aux limites consistant a trouver u tel que

—puAu —V((pp+ N)divu) = f dans (2,
u=20 sur 0S).

Si de plus A est constant, on retrouve le probleme aux limites (5.65), p.133. Enfin,
si i n’est pas constant, on ne peut rien dire.

Exercice 5.3.7 Le but de cet exercice est de trouver une solution particuliere du
systeme de |"élasticité linéarisée dans le cas d'une force de cisaillement anti-plan. On
considere un domaine cylindrique homogene () de longueur L. > 0 et de section w, ol
w est un ouvert borné connexe régulier de RV~! (les coefficients de Lamé ) et i sont
constants). Autrement dit, 2 = w x (0, L), et pour x € , on note z = (2/,zy) avec
0<xy < L etz €w. On considere le probleme aux limites suivant

—div (2ue(u) + Atr(e(u))Id) =0 dans Q

on =g sur dw x (0, L)
u =0 sur w x {0, L} (5.10)
(on)-n=0 sur w x {0, L}

ol on a utilisé la notation, pour un vecteur v = (vy, ..., vy ), v = (v, vy) avec v’ € RV -1
et vy € R. On suppose que la force surfacique g est du type “cisaillement anti-plan”,
c'est-a-dire que ¢’ = (g1, ..., gn-1) = 0.

Montrer que la solution unique de (5.66) est donnée par u = (0,...,0,uy) ou
un(z") est la solution du Laplacien suivant

uag—nN =gn suridw

{ —Auy =0 dansw
oll A’ est le Laplacien dans la variable 2/ € RV 1.

Correction. Soit uy la solution du probleme de Laplace

un __

—ANuy =0 surw
Pt =gy sur dw
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On pose u = (0,---,0,uy). Pour tout i et j tels que i,j < N,

eij(u) = O
10
ein(u) = eni(u) = 5 az;N
eNN(U) =0.

En particulier, tr(e(u)) = 0. On en déduit que,
—div(2ue(u) + Atr(e(u))Id) = —u(0,--- ,0, A'uy) = 0.
De plus,
o(u).ey =2pe(u).exn = pu(V'uy,0).

Ainsi, pour presque tout x € w x {0,L}, (on).n = 0. Enfin, pour presque tout
r € 0w x (0,L), n=(n,0) et

N-1
on =2 <Z ejknk> = 2u(0,---,0,1/2V"un.n’) = (0,--- ,0, gn).
J

k=1
Ainsi, u est bien I'unique solution du probléme aux limites (5.66).

Exercice 5.3.8 Généraliser |'Exercice 5.3.7 au cas d'une condition aux limites latérale
du type
u =0et (on) ex =gy sur dw x (0, L).

Correction. La solution du probleme de I'élasticité linéarisée n’est pas modifiée
par le changement des conditions aux limites proposé sur dw x (0, L).

Exercice 5.3.9 A l'aide de |'approche variationnelle démontrer I'existence et |'unicité
de la solution de |'équation des plaques

A (Au) = f dans Q

u=0 sur 0S) (5.11)
% =0 sur 0f2

ol f € L*(Q2). On pourra remarquer que, si u € HZ (1), alors 2% € H{(Q) et

/Q|Au]2da:: XN:/Q

ij=1

9*u
8@-8%

2
dzx.

On admettra le résultat de régularité suivant : si w € L?(Q) et f € L?(Q2) vérifient pour

tout v € C°(Q)
—/wAvdx:/fvdx,
Q Q

alors (Qw) € H?(2) quelle que soit la fonction 6 € C°(Q).
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Correction.
La formulation variationnelle associée a I’équation des plaques (5.67)
consiste a déterminer u € HZ() tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hg () (5.12)

(voir Exercice 3.2.4). Afin d’appliquer le Théoreme de Lax-Milgram, la seule hy-
pothese non trivialement vérifiée est la coercivité de la forme bilinéaire af(.,.). Or
pour tout u € HZ(2), on établit suite & deux intégrations par parties successives

que
a(u,u) = Z

7.]

2

2
Ou dz.

O0x;0x; (z)

D’apres 'inégalité de Poincaré, 'ouvert €2 étant borné, il existe une constante C'

telle que
< E
lelle < © ( ‘@xlax]

La coercivité de a(., .) est donc établie. Il existe donc une unique solution au probléme
variationnel 5.12.

Reste a établir que la solution du probleme variationnel est solution du probleme
aux limites. Soit K un compact de © et § € C°(Q) telle que § = 1 sur K. Pour
toute fonction v € C2°(2) a support inclus dans K,

a:) = Ca(u,u).

/Q 0(z) Au(z) Av(z)de = /Q Au(z)Av(z)dz = /Q f(a)v(x)da.

D’apres le résultat de régularité admit, 6Au est un élément de H?(Q). 11 est donc
licite d’effectuer deux intégrations par parties successives sur le membre de gauche
de I’équation précédente. On en déduit que

/QA(H( ) Au(z dx—/f

En d’autres termes, pour presque tout z € K,

A(Au)(z) = f(x).

Cette relation reste valable pour presque tout x € € : Il suffit de considéré une
suite K,, de compacts tels que U, K,, = Q. Enfin, comme u € HZ(f2), la solution du
probléme variationnel vérifie automatiquement les conditions au bord u = du/dn =

0.

Exercice 5.3.10 Soit V' I'espace des champs de vitesse a divergence nulle défini par
(5.70). Soit J(v) I'énergie définie pour v € V par

J(v):%/QMVMde—/Qfmda:. (5.13)
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Soit u € V' la solution unique de la formulation variationnelle (5.71). Montrer que u
est aussi I'unique point de minimum de I'énergie, c'est-a-dire que J(u) = min,cy J(v).
Réciproquement, montrer que, si u € V est un point de minimum de I'énergie J(v)
alors u est la solution unique de la formulation variationnelle (5.71).

Correction. Il suffit d’appliquer la Proposition 3.3.4, p.69 a la formulation va-
riationnelle (5.71), p.135 pour conclure.

Exercice 5.3.11 Le but de cet exercice est de trouver une solution particuliere des
équations de Stokes dans un canal rectiligne de section uniforme, appelée profil de Poi-
seuille. Soit Q2 = w x (0, L) ot L > 0 est la longueur du canal et w sa section, un ouvert
borné connexe régulier de RY~1. Pour z € €, on note x = (2/,zy) avec 0 < xy < L
et ' € w. On considere le probleme aux limites suivant

Vp —puAu=0 dans ()
divu =0 dans (2
u=0 sur dw x (0, L) (5.14)
pn— pd% =pon  surw x {0}
pn — pg—z =prn  surw x {L}
ol po et pr, sont deux pressions constantes. Montrer que la solution unique de (5.76)
est donnée par

X
p(x) =po+ TN(pL — Do),

et u = (0,...,0,uy) ol uy est la solution du Laplacien suivant

_ _ (pL=po)
—pA'uy = — P2 dans w
uy =0 sur Ow

oll A’ est le Laplacien dans la variable 2/ € RV~

Correction. On pose
p(z) =po+zn(prL — po)/L,

et u=(0,---,0,uy) ol uy est solution du probleme aux limites
_ _ (pL=po)
—pA'uy = — 2 dans w
uy =0 sur Ow.

On va montrer que (u,p) est solution du probleme aux limites (5.76). On a

vp = (07 o 707 (pL _pO)/L)7
Au=(0,---,0,Auy),

d’ou
Vp — plAu = (0,0, (pr — po)/L — pA'uy) = 0.
De plus,
div(u) = —gzg = 0.

Enfin, comme g—z =0, et p=posur w x {0}, p=p; sur w x {L}, les conditions aux
limites imposées aux extrémités du profil sont également vérifiées.
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Exercice 5.3.12 Généraliser I'Exercice 5.3.11 au cas des équations de Navier-Stokes

(5.69).

Correction. Avec les mémes notations que 'exercice précédent,
(u.V)u =0,

ainsi, u vérifie également les équations de Navier-Stokes.



