Chapitre 7

PROBLEMES AUX VALEURS
PROPRES

7.1 Motivation et exemples

Exercice 7.1.1 Soit = R™. Montrer que u(x) = exp(ik - x) est une solution de
(7.5) si |k|> = \. Une telle solution est appelée onde plane.

Correction. Soit u(z) = exp(ik.x), on a Vu(z) = iexp(ik.x)k et
Au = V.Vu = —|k|* exp(ik.z).

Ainsi, u est solution de I’équation (7.5) deés que |k|* = w?.

Exercice 7.1.2 Soit un potentiel régulier V(z). Montrer que, si u(z,t) = e~ “tu(x)
est solution de 5
z’a—l;—l—Au—Vu:O dans RY x R}, (7.1)
alors u(x) est solution de
—Au+Vu=wu dans R". (7.2)

Correction. Il suffit d’effectuer le calcul. En effet,

iaa—ltl(:p,t) =e “ou(r) Au(z,t) =e “Au(r).

Comme u est solution de 1’équation de Schrodinger (7.7), on en déduit que
—Au+ Vu = wu.
Exercice 7.1.3 Soit V(x) = Az - x avec A matrice symétrique réelle définie positive.

Montrer que u(x) = exp(—A'2x - 2/2) est une solution de (7.8) si w = tr(A'/?). Une
telle solution est appelée état fondamental.
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Correction.
Soit u(x) = exp(—AY2x.1/2). On a

Vu = —exp(—AY?x.2/2) A2z

et
Au = div(Vu)
= exp(—AY2z.2/2)((AYV21.e))* + (AY?x.05)* + (A %2.e5)?)
—exp(—AY%z.2/2) tr(AY?)
= (Az.x — tr(AY?))u.
Ainsi,

—Au+ Vu = tr(AYV?)u.

7.2 Théorie spectrale

Exercice 7.2.1 Montrer que I'application identité Id dans un espace de Hilbert V' de
dimension infinie n'est jamais compacte (utiliser le Lemme 7.2.6).

Correction.
La boule unité d'un espace de Hilbert n’étant pas compacte, 'application iden-
tité n’est pas compacte.

Exercice 7.2.2 Soit I'espace de Hilbert /5 des suites réelles © = (z;);>; telles que
> iop @i < +o00, muni du produit scalaire (z,y) = >, x;y;. Soit (a;)i>1 une suite
de réels bornés, |a;| < C' < 400 pour tout i > 1. On définit I'application linéaire A
par Az = (a;z;);>1. Vérifier que A est continue. Montrer que A est compacte si et
seulement si lim; .., a; = 0.

Correction.
Soit = un élément de ¢2,

|Az||% = E la;z)? < sup |ag|? E |22 = sup |ai)?||u|%.
. 7 . (]
1 K3

Ainsi, A est une application continue le /2 dans ¢2.

Supposons que lim a; = 0. Soit x,, une suite d’éléments de la boule unité de ¢2.
On pose y™ = Ax™. Afin de prouver que 'opérateur A est compact, on va construire
une sous-suite de y™ convergents. On commence par construire une suite de sous-
suite par récurrence : On pose y™° = y™. Pour tout k, y™**! est une suite extraite de
y"™* telle que yZ’k soit convergente (c’est toujours possible puisque pour tout k, ygk
est borné). Enfin, on procede a I'extraction d’une sous-suite diagonale en définissant
la suite 2™ = y™". Reste a prouver que la suite z” est de Cauchy dans ¢2. Soit ¢ > 0,
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comme a; converge vers 0, il existe [ tel que pour tout i > [, |a;| < e. On en déduit
que
d o>l <e
K]
Notons que pour tout k, la suite z; est simplement convergente. Ainsi, pour n et p

assez grand, on a
n P|2 2
E |2 =z P < e
i<l

En combinant ces deux résultats, on en déduit que pour n et p assez grand,
n p|2 2
E |27 — 2 |” < 37,
i

et que ||z" — zP||,2 — 0 lorsque n et p convergent vers U'infini. Ainsi, A est compact.

Supposons que la suite a; ne converge pas vers zéro. Il existe une constante
M > 0 telle que pour tout N, il existe i > N tel que |a;| > M. On peut donc définir
les suites z* de £2 et i, de N telles que

kE _ <n

‘Clik| > M

et iy strictement croissante. On pose y* = Az*. La suite 2% est bornée dans ¢2,
tandis que la suite y* d’éléments de £? n’est pas convergente. En effet, pour tout k
et [ on a

|u — w2 > V2M.

Ainsi, A n’est pas compacte.

Exercice 7.2.3 Soit U, V et W trois espaces de Hilbert de dimension infinie, A une
application linéaire continue de V' dans W, et B une application linéaire continue de U
dans V. Montrer que |'application AB est compacte dés que A ou B est compacte. En
déduire qu'une application linéaire continue compacte n'est jamais inversible d'inverse
continu en dimension infinie.

Correction.

Soit x,, une suite d’éléments de la boule unité de U.
Supposons A compacte, B continue. Posons ¥, = Bzx,. L’application B étant conti-
nue, |y, || < ||B||. La suite y,, étant bornée, on déduit de la compacité de I’application
A qu’il existe une sous-suite v, de vy, telle que By, = ABx,, converge dans W. En
d’autres termes, AB est une application compacte.
Considérons le cas B compacte et A continue. De la compacité de B, on déduit qu’il
existe une sous-suite x,, de x,, telle que Bz, soit convergente. L’application A étant
continue, ABx, s est convergente et AB est compacte.
Si A est compacte, 'application inverse A~! (qui est linéaire) ne peut étre continue.
En effet, dans ce cas 'application identité AA~! serait compacte, ce qui n’est jamais
le cas en dimension infini.
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Exercice 7.2.4 On reprend les notations et les hypothéses du Théoreme 7.2.8. Mon-
trer que, pour v € V, I'équation Au = v admet une unique solution u € V si et
seulement si v vérifie

+00 2
v, U
2 :|< )\2k>| < .
k=1 k

Correction. Supposons qu'il existe u tel que Au = v. Pour tout k, (Au,uy) =
(v, uy) et donc
(u, ug) = (u, Aug) /e = (v, ug) /Mg

La norme de u étant finie,
2

Sl
k k

Réciproquement, si v vérifie la relation précédente,

appartient a U (la série est convergente). On vérifie de plus que Au = v.

Exercice 7.2.5 Soit V = L%*(0,1) et A I'application linéaire de V' dans V' définie
par (Af)(z) = (z* + 1) f(z). Vérifier que A est continue, coercive, auto-adjointe mais
pas compacte. Montrer que A n'a pas de valeurs propres. On pourra vérifier aussi que
(A — M\1d) est inversible d'inverse continu si et seulement si A ¢ [1,2].

Correction.

7.3 Valeurs propres d’un probleme elliptique

Exercice 7.3.1 Démontrer le Corollaire 7.3.3.

Correction. Soit A une valeur propre de (7.11) de vecteur propre u, on a alors
a(u,v) +n{u,v)g = (A +n)(u,v) g pour tout v € V.

Et A + 7 est une valeur propre pour la forme bilinéaire a(.,.) + n(.,.)g. Réci-
proquement, si p est une valeur propre pour la forme bilinéaire a(.,.) + n(.,.) g,
on obtient que  —n est valeur propre de (7.11). La forme bilinéaire a(.,.) +n(.,.)u
étant symétrique, continue et coercive sur V, il suffit donc d’appliquer le Théoreme
7.3.2 pour en déduire le Corollaire 7.3.3.

Exercice 7.3.2 En dimension N = 1, on considere Q =0, 1]. Calculer explicitement
toutes les valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux
limites de Dirichlet (7.16). A I'aide de la décomposition spectrale de ce probleme (voir
la Remarque 7.2.9), montrer que la série

+0o0
Z a sin(kmx)
k=1
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converge dans L?(0, 1) si et seulement si Y5 a7 < +oo, et dans H'(0, 1) si et seule-
ment si > k%a? < +oo.

Correction. Tout d’abord, si u est une fonction propre du Laplacien avec conditions
aux limites de Dirichlet, u est une fonction de classe C'*™°. Ainsi,

u +Au=0
est une équation différentielle classique dont les solution sont de la forme
u = Asin(vVAz) + Bcos(VAz).

De la condition aux limites u(0) = 0, on en déduit que B = 0. Enfin, la condi-
tion aux limites u(1) = 1 implique VA = k. Les vecteurs propres du Laplacien
unidimensionnel avec conditions aux limites de Dirichlet sont donc les fonctions

uy, = sin(kmz)

de valeurs propres \; = k*m?. Comme 'injection de H}(0,1) dans L*(0,1) est com-
pacte et que a(u,v) = fol Vu.Vudz est une forme bilinéaire continue et coercive sur
H;(]0,1]), on peut appliquer le Théoréme 7.3.2. Ainsi, u,/km forment une base de
H'(]0,1]) et uy, de L*(]0,1]). On en déduit que la série

Z ay sin(kx)

converge dans L? si et seulement si >, a? < oo et dans H} si et seulement si
o kai < .
Exercice 7.3.3 On considére un parallélépipede

=0, L1 [x]0, Ly[x - - - x]0, L,

ou les (L; > 0)1<i<y sont des constantes positives. Calculer explicitement toutes les
valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux limites de
Dirichlet (7.16).

Correction.
Soit uy(z) = sin(kwx) les fonctions propre du Laplacien avec conditions de
Dirichlet sur |0, 1[. Pour tout entier 0 < p < N + 1, et tout k£ € N,, on pose

Up () = up(w/Ly).

Enfin, pour tout k£ € NP, on pose

N
Vr = H up,kp-
p=1
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On vérifie que pour k, v est une valeur propre du Laplacien sur €2 avec conditions
aux bords de Dirichlet de valeurs propres

Pour conclure, il reste a prouver que la famille vy /y/A, forme une base de L?*(9),
c’est a dire que pour tout w € L*(Q) tel que quel que soit k € NP,

(Uk, w)r2(0) = 0, (7.3)

on a w = 0. Supposons que le résultat soit établi pour €2 de dimension N — 1. On
introduit la fonction w € L?(]0, Ly[) définie par

By = / w(z) T e, (2,)d7.

& p<N

ol =]0, L1[x...x]0, Ly_1[ et T = (z1,- -+ ,xny_1). D’apres 7.3, pour tout k € N,,
on a

Ly
/ ’LE(LL'N)UNJg(l’N)dl'N =0.
0

Comme la famille uyy/+/7/L, forme une base de L*(]0, Lx[), on en déduit que
w(zy) = 0 pour presque tout zy. Ainsi, pour presque tout zy €0, Ly[, la fonction

Wy (T) = w(T,xn) € LA() est telle que

[ s @ TT (e =

p<N

et d’apres I’hypothese de récurrence, w,, = 0, ce qui acheve la démonstration.

Exercice 7.3.4 On considére a nouveau un ouvert €2 parallélépipedique comme dans
I'Exercice 7.3.3. Calculer explicitement toutes les valeurs propres et les fonctions propres
du Laplacien avec conditions aux limites de Neumann sur tout le bord 02.

Correction.
Les fonctions propres du Laplacien 1D avec conditions de Neumann sur |0, 1]
sont les fonctions
ug(x) = cos(kmz)

de valeurs propres k?m2. En suivant le méme raisonnement que lors de 1'Exercice ,
on montre que les fonctions propres du Laplacien avec conditions de Neumann sur
Q2 =]0, Ly[x --- x]0, L,[ sont de la forme

u(z) = H cos(ky,mx,/L,)
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ou k € NV. La valeur propre associée & u; étant

Exercice 7.3.5 On reprend les notations et les hypotheses du Théoreme 7.3.6. Mon-
trer que la meilleure (i.e. la plus petite) constante C' dans I'inégalité de Poincaré (voir
la Proposition 4.3.10) est précisément la premiére valeur propre \; de (7.16).

Correction.

Soit ug, base hilbertienne de L?(2), fonctions propres du Laplacien avec condi-
tions aux limites de Dirichlet (7.16) et \; les valeurs propres associées (ordonnées
par ordre croissant). Soit u un élément de Hg ().

lulle = D Wy ug) a2 < A0 Ml{uun) P = A7Vl |2
k k

Ainsi, I'inégalité de Poincaré (4.9), p.81 est vérifiée pour C' = \;'. Cette valeur
est optimale car [Jus||2, = A\ ||V || 2.

Exercice 7.3.6 Soit {2 un ouver borné régulier et connexe. Montrer que la premiére
valeur propre du Laplacien dans €2 avec condition aux limites de Neumann est nulle et
qu'elle est simple.

Correction.
Tout d’abord, zéro est valeur propre du Laplacien avec conditions aux limites
de Neumann car

Al =0.

Si A est une valeur propre du Laplacien de fonction propre u, on a
IVullze = Allul 2.

Ainsi, les valeurs propres du Laplacien avec conditions aux bords de Neumann sont
strictement positives sauf si ||Vul[z2 = 0 auquel cas A = 0. Comme (2 est connexe,
si A = 0 la fonction u est constante. Ainsi, la premiere valeur propre du Laplacien
est 0 et elle est simple.

Exercice 7.3.7 Soit € un ouvert borné régulier connexe de classe C* de R™. Montrer
qu'il existe une suite croissante (A )x>1 de réels positifs qui tend vers I'infini, et une base
hilbertienne de L%(Q)" (ug)r>1, telle que chaque uy, appartient & H}(Q)Y, et il existe
une famille de pressions p;, € L*(£2) qui vérifient

Vpr — pAu, = A\gug  p.p. dans
divug =0 p.p. dans €2
u = 0 p.p. sur 0€2.
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Correction. On introduit 1'espace de Hilbert
V ={ve H Q)" : divu = 0 p.p dans Q}.

On munis V du produit scalaire

a(u,v) = ,u/ Vu.Vudz.
Q

L’injection de V dans L*(Q)" étant compacte (d’apres le Théoreme de Rellich), il
existe une famille positive et croissante de valeurs propres A\; et u; € V une base de
L3N tels que

aug,v) = g / ug.vdx pour tout v € V.
Q

Pour tout k, on définit la forme linéaire continue Ly sur Hj ()Y par

Li(v) = Mg / ug.vdr — a(ug, v)
Q

La forme linéaire L s’annule sur V' et d’apres de Théoreme de de Rahm 5.3.9,
p.137, il existe pp € L*(Q) tel que

Li(v) = /pkdivvd:v pour tout v € Hy(Q)".
Q

On en déduit en procédant comme lors de la résolution du probleme de Stokes que
—pAu + Vpg = A\pug dans

(Attention, dans cette expression, la somme —uAu+ Vpy appartient & L*(), ce qui
n’est pas forcément le cas de chacun des termes sans hypotheses supplémentaires
sur la régularité de ). Par définition, comme les éléments u; appartiennent a V|

div(ug) =0 dans 2
et up, =0 sur 0f).

Exercice 7.3.8 On considére le probleme aux valeurs propres pour |'équation de Schrodin-
ger avec un potentiel quadratique V(x) = Ax-x ou A est une matrice symétrique définie
positive (modele de I'oscillateur harmonique)

—Au+Vu =M dans R, (7.4)
On définit les espaces H = L?(R") et
V ={ve H(RY) tel que |z|v(z) € L*(RY)}.

Montrer que V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)y = Vu(zx) - Vo(z)dx —I—/ |z ?u(z)v(z) dr,

RN RN
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et que l'injection de V' dans H est compacte. En déduire qu'il existe une suite croissante
(Ax)x>1 de réels positifs qui tend vers I'infini et une base hilbertienne de L*(RY) (ug)x>1
qui sont les valeurs propres et les fonctions propres de (7.20). Calculer explicitement ses
valeurs et fonctions propres (on cherchera u;, sous la forme py(z) exp(—Az - x/2) ou py
est un polyndme de degré k& — 1). Interpréter physiquement les résultats.

Correction.
1. V est un Hilbert

Tout d’abord, il est évident que (.,.)y définit bien un produit scalaire sur V.
Reste a montrer que V' muni de la norme associé est complet pour prouver que V
est un espace de Hilbert. Soit B; la boule unité de RY et B, la boule de rayon 2.
Par un raisonnement par 'absurde, on montre aisément qu’il existe une constante

C > 1 telle que
/ lul*dz < C ( |Vu|*dx +/ ]u\%x) :
Bs Bo Ba /B

On en déduit que pour u € V,

[ull vy < Cllully

Ainsi, si u, est une suite de Cauchy de V, elle est également une suite de Cauchy
de H'. 1l existe donc u € HY(RY) telle que u, converge vers u dans H'(RY) fort.
Enfin, |z|u, étant elle méme une suite de Cauchy dans L?(RY), elle converge dans
L*(RY) vers une limite v de L*(RY). Enfin, |z|u, converge faiblement vers |z|u, en
effet, pour tout ¢ € C°(RY),

lim ]x|un(x)¢(x)da::/ |z|u(z)p(x)d

n—-4oo RN RN
:/ v(x)p(z)d.
RN

On en déduit que v = |z|u et que u, converge vers u dans V.
2. Compacité

Soit wu, une suite bornée de V', ||u,|[v < M, il existe une sous-suite et u telle
que u,, converge vers u dans L? sur toute boule. De plus, |z|u appartient & L?(RY).
Enfin,

/ lu — u,|?dr < / \u—un|2dx—|-1/A2/ 2| |u — u, |Pdz
RN |z| <A |z|>A

< / | — u,|*dw +2/A*M.
lz|<A

On en déduit que u, converge vers u dans L? fort. Ainsi, I'injection de V dans H
est compacte.
3. Fonctions propres

On pose

a(u,v) = /Vu(x).Vv(x) + (Az.z)u(x)v(x) de.
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C’est une forme bilinéaire, continue et coercive sur V. On déduit donc du Théoreme
7.3.2 qu'il existe une base hilbertienne de L? formée de vecteurs propres uy, de (7.20)
et dont les valeurs propres associées A\, sont positives et convergent vers l'infini.

Exercice 7.3.9 Soit € un ouvert borné régulier de R™. On considere le probléme de
vibrations pour I'équation des plaques avec condition aux limites d’encastrement

{ A (Au) = A u dans Q

%:u:() sur 0f).

Montrer qu'il existe une suite croissante (\;)x>1 de valeurs propres positives qui tend
vers I'infini et une base hilbertienne dans L?({2) de fonctions propres (uy,)x>1 qui appar-
tiennent a2 HZ(Q).

Correction.
On introduit la forme bilinéaire

a(u,v):/AuAvdx.
Q

continue et coercive sur HZ(2). Comme 'injection de HZ(2) dans L*(Q) est com-
pacte, la conclusion découle de ’application du Théoreme 7.3.2.

7.4 Méthodes numériques
Exercice 7.4.1 On considére le probleme aux valeurs propres en dimension N = 1

—up = Mup  pour 0 <z <1

On se propose de calculer la matrice de masse pour la méthode des éléments finis P;.
On reprend les notations de la Section 6.2. Montrer que la matrice de masse M, est
donnée par

2/3 1/6 0
1/6 2/3 1/6
Mh:h . . s
1/6 2/3 1/6
0 1/6 2/3

et que ses valeurs propres sont
h
A(My,) = 3 (2 + cos(kmh)) pour 1 <k < mn.

Montrer que, si on utilise la formule de quadrature (6.46), alors on trouve que M, =
h 1d. Dans ce dernier cas, calculer les valeurs propres du probleme spectral discret.
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Correction. La matrice de masse M), est définie par

(Mn)i :/0 ¢i(z)¢;(x) dz,

ou ¢; sont les fonctions de base des éléments finis P;. Pour tout ¢ et j tels que
|i — j| > 1, les support de ¢; et ¢; sont disjoints et

(Mh>ij = 0.

Sij=1+1,

(i+1)h
(M), = / 61()pir () da

_/(Hl)h ((i+1)h—x)x —ih i
S h h

=h? /Oh(h—:c)xdx
= h/6.

Enfin, si i = 7,

(i+1)h
(M) :/( . |¢s(2)|? dz

i—1)

h
:2h2/ |h — 2| dx
0

— 2h/3.

2

1
(i+1)h—z I

h

On a donc montrer que la matrice de masse obtenue par la méthode des éléments
finis P, est

2/3 1/6 0
1/6 2/3 1/6
M, =h " ..
1/6 2/3 1/6
0 1/6 2/3
Soit (U, \) € RY x R tels que
MU = \U (7.5)

et U # 0. On introduit la fonction u, de périodique de période 2, impaire, définie
sur [0, 1] par
0 sizel0,1/2n]
up(r) = S Uy siz€[k/n—1/2nk/n+1/2n] (7.6)
0 sizel[l—-1/2n,1]
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D’apres 7.5, pour tout x € R, on a

up(z — h) + dup(x) + up(x + h)
6

h

= Aup (). (7.7)

Comme uy, est périodique de période 2, il existe uy, tel que

o0

up(z) = Z Qe

k=—o00
En appliquant la transformée de Fourier a 7.7, on obtient

e_ihlmﬁk + 4dy, + ekiw/nﬁk .
h = )\Uk,
6

c’est a dire
(cos(kmh) +2 — 3X\/h) iy, = 0.
Comme U # 0, il existe au moins un k tel que
cos(kmh) +2 —3\/h =0
ou encore tel que
h
A= §(2 + cos(khm)).

Ainsi, toute valeur propre de My, est de la forme
h .
A = 5(2 + cos(khm)), ouke{l,--- ,n}

Réciproquement, pour tout k € {1,--- ,n}, les fonctions u,(x) vérifiant 1’équation
7.7 avec A = A\ sont de la forme de la forme

_ ~ i(k+2nj)mx ~ i(k+2nj)mx
up(x) = E Ukt2nj€ (k+2nj)me U (kt-2nj)€ (k+2nj)me.
J

Afin que uy, soit définie a partir d’'un vecteur U € R"™ par 7.6, il est nécessaire que
uy, soit impaire, a valeur réelles. On en déduit qu’on a alors

Uk4nj = —U—(k+nj),

et que les coefficients de Fourier 4, sont imaginaires pures. On en déduit qu’il existe
une suite a; de réels telle que

up(x) = Z a;sin((k + 2nj)mz).

J

Ainsi, st MU = AU, on a

U, = Z a;sin((k + 2nj)mph) = Z a;jsin(khpr + 2mjp) = (sum;a;) sin(khpm).

J J
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Comme My, est symétrique, définie positive, elle admet une base de vecteurs propres.
Les seules valeurs propres possibles sont les n Ax. A chacune de ces valeurs propres,
on peut associer au plus un vecteur propres. Ainsi, il ne peut y avoir de valeur propre
double. Pour tout k € {1,--- ,n},

M UF = \UF,

ot Uk = (sin(khp)),.

On note M}, la matrice de masse obtenue par la formule de quadrature (6.46).
Pour tout entier 7 et j, on obtient

(M) = > h/2(i(hk)d5(hk) + 6i(hlk + 1) (h(k + 1)) = by 68} = hd].

En utilisant la matrice de masse ainsi obtenue, les valeurs propres et vecteur propres
du probleme spectral discret vérifient

KrUn = hAUp,
ou
2 -1 0
-1 2 -1
]Ch =h T
-1 2 -1
0 -1 2

En déduit des valeurs propres de IC;, et de la relation
Kr = 5h1d —6M,,
que les valeurs propres du probleme spectrales sont de la forme
A =1—2cos(khr),

et ke {l,--- ,n}.



