FACTORISATION DE MATRICES

& novembre 2000

Nombreuses sont les applications o1 ’on doit résoudre des systémes linéaires avec des ma-
trices de grandes tailles, ou plus généralement manipuler ces matrices. Il peut alors étre avan-
tageux de factoriser une matrice comme un produit de deux ou plusieurs matrices ayant des
propriétés agréables, comme celle d’étre triangulaire, ou unitaire.

1 Factorisation LU

1.1 Résolution de systémes tridiagonaux

But : Résoudre
Az =b, AeCV>N zecCVpecV
On suppose que A est inversible.
1.1.1 Cas ou1 A est triangulaire supérieure : remontée
La matrice A = (a4j)i je{1,...,n} est triangulaire supérieure:
ai; =0 si j<i1

Comme A est inversible,

Le systeme s’ écrit

a11x1 + apre + ... + ainTny =b
ax»ry + ... -+ aNTN = b2
anyTy =by

On résout le systéme en remontant

TN = by/ann
TN-1 (bnv—1 —an—1NZN)/an—1 N-1

1 = (bl—a12$2—"'—G1N~TN)/a'11

Cotit du calcul de zy:

Tk = (by — Qg k+1Th+1 — *** — GRNTN) /g —



(N — k) additions

(N — k) multiplications
1 division
Cotit total de la remontée:
al 1 N2
~ Z(N —k)= §(N —1)N ~ - additions+multiplications
k=1

1.1.2 Cas ou A est triangulaire inférieure: descente
La matrice A = (a4j); jeq1,...,n} est triangulaire inférieure:
aij = 0 st 1<y

Comme A est inversible,
ai; 70 si 1 <i<N.

Le systéme s’ écrit

a11%1 =b
211 + a22T2 = be
aNir1 + anezre + ... + annzn =bn

On résout le systéme en descendant

z1 = bi/an
zo = (b2 —a21z1)/ae
zy = (by —annN—1ZN-1— '+ —anNi1Z1)/aNN

Cotut total de la descente:

o1 N’
~ Zk = §(N —1)N ~ - additions+multiplications
k=1

1.2 Algorithme d’élimination de Gauss sans recherche de pivot, et interprétation
matricielle

On suppose que A est inversible. On veut résoudre le systéme
Ar=b, AcCV>N zeCVpecV

Le But est de se ramener & un systéme triangulaire

Premieére étape: élimination de l'inconnue z; des lignes 2 & N. On va chercher un
systéme équivalent (ayant la méme solution ), ou 1 n’apparait que dans la ligne 1.
Premiere Hypothése:

a1 # 0 — on appelle premier pivot 7 = ay;.



On peut alors former une combinaison linéaire de la ligne ¢ > 1 avec la ligne 1 pour éliminer
Pinconnue z; dans la ligne 7 : la ligne 4 devient
a;1 a;1 a;1
0z1 + (aiz — Fau)@ + e+ (aiv — ﬁaw)ivzv =bi — b,

ce qu’on peut réécrire
2 2 2 .
ai2$2—l—---—{—aiN$N=bi, VZ>1

en posant
2 _ . a;
Qg = Q2 — 7T11 a12,
2 _ a;
a;jy = ain — Fain,
2 _ a;
bi = b - 71%11[)1

Si on pose aussi, pour 1 < j < N,

a%j:alj VlSjSN et b%:bl,

on a obtenu le nouveau systéme équivalent

A%z = b,
avec
2 2
all a%Q DTS alN
42 0 ap aon
2 2
0 a9 .. ANy

Le systeme s’écrit:
A2 =M'4, et b* = M.
kieme étape: élimination de I’inconnue z; des lignes k+1 a4 N On suppose qu’'on a pu

itérer le procédé ci-dessus k — 1 fois, c’est a dire que les pivots apparus jusqu’al’étape k£ sont non
nuls:

M’ =al #0, pour1<i<k-—1.

On obtient alors le systeme équivalent

AFg = bk
ou A* est de la forme
af; afp - aty
0 a’2“2 GIQCN
0 0 dab aky
k_
A= 0 0 0 a’,zk a’,z N
0
0 0
0 0 0



On va chercher un systéme équivalent (ayant la méme solution ), oul 2} n’apparait pas dans les
lignes k+14a N.
k-ieme Hypothese:

a¥, #0 — on appelle kieme pivot 7% = aF,.

On introduit

el
—_
o
o

ME=10 0 1 0 0
k
0 0 —ZkEE 0
0 0 : 0 0
k
0 0 -—¥: 9 1
T
Remarquons que l'inverse de M* est LF:
1 0 0
0 1 0 0 \
k_| 0 0 1 0 0
LF = "
0 0 AL 1 0
0 0 : 0 0
k
0 0 g g 1)
Soit
Ak—|—1 — MkAk: et bk+1 — Mkbk,
alors
Ak+1$ — bk+1,
et
afy afy afy
0 a aly
0 0 afy ... aky
Ak+1 —
0 0 0 af, ak
0
0 0 e :
\o o .. 0

Aprés N — 1 étapes Sion itere N — 1 fois, et si les pivots apparus sont tous non nuls:
Hypothéses des N — 1 étapes:

7t =a% #0, pour1<i<N—1.



on arrive au systéme triangulaire équivalent

ANg =V,

avec

ml %

0 x2 « *

AV=10 o

0 0 *

0 0 N
qui est inversible si de plus
Hypothese:

¥ 0.

Si on appelle L la matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale

L=L'...[N!
et U la matrice triangulaire supérieure
U= AV,
on a
A=LU.

On dit qu’on a effectué une factorisation de Gauss ou factorisation LU de A.

Remarque 1 Il est aussi possible avec le méme algorithme d’obtenir la factorisation LU d’une
matrice de C™*™, avec m > n, si les pivots qui apparaissent sont non nuls.
1.3 Coit de la méthode d’élimination de Gauss.

On estime le coiit de I’élimination de x;. Rappelons qu’a I’étape k£ — 1, on obtient la matrice
Ay

(alfl “’f2 allcN
0 ak asy
0 0 a§3 alch
k_
e T T R S
0
0o 0 ... 5 *
\o 0 .. 0

C’est sur le bloc * de A% qu’il faut travailler.



Construction de M*: N — k divisions par le pivot.

1 0 0 \
0 1 0 0
mE—1| 0 0 1 0 0
0 0 —‘“i;—;k 1 0
0 0 : 0 0
0 (N TR 1

Multiplication de A* par M*: (N — k)? adds+mults.
Total

1 N3
(N —k)? = §N(N —1)(N —2) ~ - additions+multiplications.

-

NE

1
(N —k)= iN(N — 1) divisions.

B
Il
—

1.4 TUtilisations de la factorisation LU

Calcul de déterminant Une utilisation de la factorisation LU est le calcul du déterminant
de A: en effet, si A admet une factorisation LU, on a

det(A) = det(U) = produit des pivots

car det(L) = 1. La factorisation LU permet donc de calculer le déterminant de A avec une
complexité de I'ordre de NT?’ adds + mults, plutot que N! avec la formule du déterminant!
Remarque 2 Calculer le déterminant d’une matrice d’ordre 100 avec la formule du déterminant
prendrait un temps supérieur 4 l'age de l'univers sur le calculateur le plus puissant disponible
aujourd’hui.

Résolution de systémes linéaires Si on a plusieurs systémes ( par exemple p) & résoudre
avec la méme matrice A, il est intéressant de calculer une fois pour toute et stocker la factorisation
LU de A = LU, puis de résoudre les systémes par descentes-remontées plutét que d’utiliser
Palgorithme d’élimination pour chaque systéme. On résout le systéme Ax = b en résolvant
d’abord

soit une descente, puis
Uz =y,

soit une remontée. Si on a p systémes & résoudre, la complexité est de I'ordre de NTS + pN?
~ N3

adds+mults plutot que p5-.

Remarque 3 Comme d la remarque précédente, calculer la solution du systéme linéaire en

appliquant les formules de Crammer nécessiterait un temps inimaginable dés que N vaut quelques
dizaines.



1.5 Algorithme
Voici un algorithme réalisant la factorisation LU d’une matrice A et stockant cette facto-

risation dans la place mémoire occuppée par A: (la matrice A est perdue, on dit qu’on écrase
A).

for (int i=1;i<=N;i++)

{
for(int j=1;j<=i;j++)
{
sum = O;
for (int k=1; k<j;k++)
sum += A(i,k)*A(k,j);
A(i,j) = A(i,j)-sum;
}
for(int j=i+1;j<=N;j++)
{
sum = O;
for (int k=1; k<i;k++)
sum += A(i,k)*A(k,j);
A(i,j) = (A(i,j) - sum)/A(i,1i);
}
}

Remarque 4 La diagonale de L (qui ne contient que des 1) n’est pas stockée.

Le programme pour la descente-remontée pour calculer la solution de Az = b en écrasant b est
alors:
for (int i=1;i<=N;i++)
{
sum=0. ;
for (int k=1; k<i;k++)
sum += A(i,k)*b(k);
b(i) = (b(i) - sum )/A(i,1);
}
for (int i=N;i>=1;i--)
{
sum=0. ;
for (int k=i+1; k<=N;k++)
sum += A(i,k)*b(k);
b(i) -= sum ;

}



1.6 Condition nécessaire et suffisante d’existence, unicité

Théoréme 1 Soit A une matrice de CN*N . Pour 1 < p < n, on note Ap le bloc

aliq ... [ alp
a1 ... -.-02p
Ap =
apl .- ...Gpp
La matrice A admet une factorisation
A=LU

ou L est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et U est triangulaire supérieure
et inversible si et seulement si tous les blocs A,, 1 < p < N, sont inversibles. De plus, cette
factorisation est unique. De plus si A est réelle, alors L et U le sont aussi.

Démonstration de ’unicité Soient deux factorisation LU de A: A = LU = L'U’' ou L
sont triangulaires inférieures avec des 1 sur la diagonale, et U sont triangulaires supérieures et
inversibles. On a donc l'identité

LflLI — UIUfl

Mais L~!L' est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et U'U~! est triangulaire
supérieure. On a donc

L=1r
—17r _ grry7—1 _
L7L =UU " =Id= U

1.7 Cas de matrices bandes

Définition 1 Soit A une matrice de C™*™. On appelle largeur de bande de A le plus petit entier
ny < N tel que pour tout 1,1 <i < N

ai,jz() siN > j > i+ ny,
aj,i:O si0 < g <i—mny,

Les coefficients non nuls de la matrices A sont contenus dans une bande de largeur 2ny + 1,
centrée sur la diagonale.

Dans le cas ou la largeur de bande nj de A est trés inférieure & N, on parle de matrice
bande. Si A est une matrice bande, sa factorisation LU demande moins d’opérations et de place
mémoire :

Proposition 1 Si A, (de largeur de bande ny) admet une factorisation LU, alors les largeurs de
bandes de L et de U sont inférieures a ny et la complexité nécessaire a effectuer la factorisation
LU est inférieure a

N
Z(nb)2 = N(np)? additions+multiplications.
k=1

N
Z ny = Nny divisions.
k=1



2 Méthode de Choleski

Dans le cas ou A est hermitienne et définie positive, on peut toujours efectuer la factorisation
décrite ci-dessus. De plus, on peut trouver une factorisation du type A = LL* moins gourmande
en place mémoire.

2.1 Existence de la factorisation de Choleski

Théoréme 2 Si A est hermitienne et définie positive, alors A admet une unique factorisation
LU, oiu L est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et U est triangulaire supérieure
et inversible.

Démonstration Si A est hermitienne définie positive, ses blocs A, 1< p < N, voir Théoreme 1,
le sont aussi, et on peut appliquer le Théoréme 1.

Théoréme 3 S5i A est hermitienne et définie positive, alors il existe une unique matrice L
triangulaire inférieure et inversible, avec des coefficients réels positifs sur la diagonale, telle que

A=LL*

Cette factorisation porte le nom de factorisation de Choleski (qui était un colonel de l’armée de
Napoléon). Si A est réelle symétrique définie positive, L est réelle.

Démonstration On part de la factorisation LU de A. Il existe une unique factorisation A = L'U’
ou la matrice L' est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et U’ est triangulaire
supérieure inversible. Appelons D la diagonale de U’. Comme pour tout p, 1 < p < N, det(D,) =
det(Ap) > 0, tous les coefficients de D sont strictement positifs. Notons U = D 3U et L =
L'D%. On a A= LU. Montrons que U = L*. Comme A est hermitienne, U*L* = A* = A= LU.
On a donc L='U* = U(L*)~!. Mais L~'U* est triangulaire inférieure, avec des 1 sur la diagonale
tandis que U(L*)~! est triangulaire supérieure, avec des 1 sur la diagonale. Donc U = L*, et
on a A = LL*. Pour I'unicité, on procéde comme dans la démonstation de 1'unicité pour la
factorisation LU.

Remarque 5 11 est important de comprendre que les matrices L dans les factorisation LU et
de Choleski sont différentes.
2.2 Algorithme

Considérons la k iéme étape de la méthode de Choleski: A ce point, on suppose que 'on a
déja construit la matrice L*~! et A* telles que

Va0 0\
*  y/m 0 0

L1 = 71 O 0
* 1 0
: 0 0
* 0 1



et

0 =

0 * *
Ak =

0 0 ... 0 aﬁk a’,gN

0 0 ... 0 a’ka (L?VN/

et mp = a’,ﬁ_k.
Remarque 6 Le bloc carré k — N de A¥ est donc hermitien et défini positif.
Pour effectuer la kiéme étape, on construit d’abord L* en remplacant la kieéme colonne de LF~1

k k
par le vecteur [, = (0,... ,(),‘/7rk,a\’°/%’°,... %)T

Observation 1 D’aprés la Remarque 6, (0, ... ,O,aﬁ,C ... a’,ﬁN) = /Tl

On construit maintenant A¥*1 en effectuant les éliminations de Gauss et d’apreés ’Observation
1,0on a

AL — Ak 1 (1)

On voit en fait que 'on peut ne construire que la partie triangulaire inférieure de la matrices
AFF1 ce qui économise la moitié des opérations. On aboutit & I’algorithme suivant :
for (k = 1; k <= n; k++)
{
A(k,k)=sqrt (A(k,k) );
for (i = k+1; i <= n ; i++)
A(i, k)= A(i,k) / A(k,k);
for (i =k + 1; i <=n; i++)
for (j =i ; j <=mn; j++)
A(j,1)=A(j,1) - A(d,k)*A(j,k);

2.3 Complexité de la factorisation de Choleski

3
~ —— additions+multiplications.

1
EN(N — 1) divisions.

N évaluations de racines carrées.
Exercice Montrer ’évaluation précédente.

Remarque 7 L’intérét de la factorisation de Choleski est qu’elle demande une place mémoire
deux fois inférieure a celles de la factorisation LU ci-dessus, car on ne doit stocker que L et que
sa complexité arithmétique est deux fois moindre.

10



3 Méthode de Gauss avec pivot partiel

La méthode de Gauss sans pivotage peut étre bloquée si on tombe sur un pivot nul. Pour
pallier cet inconvénient, on introduit une méthode qui permet d’éviter ce blocage en échangeant
les lignes du systéme considéré. On obtient alors une méthode qui fonctionne pour toute matrice
inversible: la méthode de Gauss avec pivot partiel.

On définit quelques notions utiles:
Définition 2 On appelle permutation de {1,...,N} wune bijection de {1,...,N}
sur {1,...,N}.

Définition 3 Soit o une permutation de {1,...,N}, on associe & o une matrice P dite de
permutation d’ordre N par
IDZ] = 60’(1)]7
c’est a dire
Pj = 1 si j=ali)

Pj = 0 si j#oli)

Lemme 1 Soit P et Q deuz matrices de permutation d’ordre N, alors PQ est une matrice de
permutation d’ordre N.

Définition 4 Soient 1 <k <1< N, on dit que la matrice de permutation P* définie par

PH = &; si itket i#l
P,é% = §; VI<j<N
PE = 6 VI<j<N

est appelée matrice de permutation élémentaire.

Observation 2 Le produit d gauche de A par P* conduit ¢ échanger les lignes k et | de A, en
laissant les autres lignes inchangées, c’est a dire si

B = P*4A
Bz’j = Aij s1 Z#k et ’L;él
Byy = A VI<j<N
By = Ay; V1I<j<N

Observation 3 Le déterminant d’une matrice de permutation élémentaire est £1. En effet,

PH PR = [4.
Lemme 2 Toute matrice de permutation peut se décomposer en un produit de matrices élémentaires.
Corollaire 1 Le déterminant d’une matrice de permutation est £1.

La méthode du pivot partiel est un algorithme dont l'application permet de prouver le
théoréme suivant. La méthode du pivot partiel a été présentée en cours sur un exemple et elle
revue dans la preuve du théoréeme :

Théoreme 4 Soit A € CN*N | inversible. Alors il existe
— une matrice de permutation P,

— une matrice triangulaire inférieure L, avec des 1 sur la diagonale,

11



— une matrice triangulaire supérieure U, et inversible,

telles que
PA=LU

Preuve Par récurrence sur les éliminations de Gauss: & la kiéme étape, supposons que 1’on ait
prouvé l'égalité:
k=14 _ 71 k—1 gk
QF TA=L"...L" " A",

ol Q¥ est une matrice de permutation et Vi < k,

1 1 ... N
p o <
01 0
L'=1]o0 0 10 0
0 0 * 1 0
0 0 : 0 0
0 0 * 0 1
et
at, ab, ak
0 a’2“2 AN
0 0 ab ak
AF =
0 0 ... 0 aik a’,gN
0 0 ... 0 a’ka alJCVN

On effectue la kiéme élimination de Gauss avec pivotage partiel : avant d’éliminer I'inconnue zy,
on échange les lignes k et rp, > k. On peut choisir 1, > k tel que

k k
|arkk\ = k1<nja<XN|ajk|-

L’inversibilité de A assure que af i 7 0. On peut donc s’en servir de pivot pour la prochaine
k
élimination de Gauss.
Le pivotage puis I’élimination de Gauss s'écrivent matriciellement

Pk'I‘kAk — LkAk:—I—l

avec P*T¢ matrice de permutation élémentaire entre les lignes k et r, L* triangulaire inférieure
L, avec des 1 sur la diagonale, et

k+1 k+1 k+1
(' o )
0 Qo9 bt a%ﬁzl
0 0 a33 Qg
Ak = .
k+1 k+1
0 0 0 Qpiiks1 - OpiiN
k+1 k+1
\0 0 0 ANgr1 —eeag'y

12



Comme
(Pkrk)—l — Pk}’l‘k’
Ak: _ PkrkLkAk—H,
ce qui implique

Qk—lA — Ll . Lk_IPkaLkAIH_I.

A ce point, on utilise le lemme:

Lemme 3 Soit P*"* la matrice de permutation élémentaire entre les lignes k et r, > k, alors
Vi < k, si L' s’écrit

(10 0 _
0o a
p
: C; 0 .
0 0 0 1
alors
LiPka — PkrkLI’i,
ol
(10 0\ .
0o - ﬂ
L= 0 0 . : et Cl=| :
«a
S’ 0
0 0 0 1
Donc,
Qk—lA -1 Lk—ZPkrkle—lLk:AkH—l
= Prrep/t | pRTLLR AR
Par suite,
PEeQE=1A = 1/ LR LR AR
ou

— Q% = P*"r Q%! est une matrice de permutation,
— L'V, L'*7'LF est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale.

Remarque 8 Dans la méthode de Gauss avec pivotage partiel, on ne doit pas stocker la matrice
P mais seulement les ry. Le coit mémoire et la complexité sont du méme ordre que ceuz de la
factorisation LU. La résolution du systéme linéaire Ax = b connaissant P L et U se fait de la
maniére suivante :

y= Pb
Lz=y
Uzr ==z

13



Remarque 9 La méthode de Gauss avec pivotage partielle ne conserve pas l’aspect bande : si A
est une matrice bande dont la largeur de bande est ny, les matrices L et U n’ont pas en général
cete propriété. La complexité et le cout mémoire de la méthode de Gauss avec pivotage partiel
deviennent alors largement supérieurs que ceuz de la factorisation LU.

Remarque 10 La méthode du pivot total consiste a échanger non seulement les lignes mais
aussi les colonnes de maniére a choisir comme pivot le plus grand coefficient en module du bloc

carré restant a factoriser. Cette méthode conduit a l’existence de deur matrices de permutations
P et Q telles que PAQ = LU.

Influence du pivotage sur la précision Le pivotage partiel ne sert pas seulement & garantir
I'obtention d’une factorisation, il garantit aussi une bien meilleure stabilité que la factorisation
LU, pour des matrices A mal conditionnées: prenons le systéme Az = b o

1079 1 1
A_( 1 1) ot b_(Q)

dont la solution est z = (#’11—_21%0_;9 )T ~ (1,1)T. Supposons que la machine utilisée pour

résoudre ce systéme ne garde que 8 chiffres significatifs: la factorisation LU calculée par la

machine est
1079 1 1 0
U_( 0 —109> et L‘(mg 1)

En utilisant cette factorisation, la machine retourne z = (0,2)7"!
Si on utilise le pivotage partiel, on obtient :

11 1 0
U_(() 1) et L‘(lo9 1)

La machine retourne z = (1,1)7.

4 La méthode de Householder

4.1 Les réflexions de Householder

Définition 5 Soit v un vecteur non nul de C*. On appelle réflexion de Householder ou matrice
de Householder relative au vecteur v la matrice

vv*

Hy=1-2" 2)

v*u

Les réflexions de Householder ont les propriétés suivantes :
1. H, est une matrice hermitienne.
2. H, est une matrice unitaire.
3. H, — I est une matrice de rang un.
4. Hy, = H,, pour tout A # 0.

Proposition 2 Soit e un vecteur unitaire de CN et x un vecteur non nul de CN. Il existe un
vecteur non nul v € CN tel que Hyx soit colinéaire a e.

14



Démonstration On cherche v sous la forme v = x + Xe. Dans le cas réel, (z € RN et e € RY),
les vecteurs v = z % ||z||2e ( au moins I'un des deux est non nul) sont les seuls vecteurs de cette
forme ayant la propriété demandée et on a H,z = F||z||ze. Dans le cas général, on trouve aussi
deux vecteurs v sous cette forme, et au moins I'un d’entre eux est non nul.

Remarque 11 5i z est presque colinéaire a e, on a intérét en pratique a choisir le vecteur v
pour que v*v, qui est au dénominateur de (2), ne soit pas petit. En effet, en précision finie, il
faut éviter les divisions par des nombres petits. En particulier si v € R, on préférera le vecteur
vT =z + signe(z*e)||z||2e au vecteur v~ = z — signe(z*e)||x||2e, car ||[v™||2 est petit.

4.2 Factorisations QR

Théoréme 5 Soit A une matrice de C™*" aqvec m > n. Il eriste une matrice unitaire QQ €
Cm*™ et une matrice triangulaire supérieure R € C™*" telles que

A=QR.

Démonstration On démontre ce résultat par récurrence : supposons qu’a ’aide de deux réflexions
de Householder H; et Ho, on ait obtenu

0 = *
HyH A= 00 *
. . X ... 0%
0 0 * ... =x

On appelle z le vecteur de C™ 2 obtenu en prenant les m — 2 derniers coefficients de la troisieme
colonne de HyH{ A. Si z est non nul, on sait trouver v3 € C™ 2, tel que

1
0

H,, = soit colinéaire a

On prend alors Hj

1
Hy=| 1
0

S = O

0
0
H,,

Siz =0 on prend H3y = I. Dans les deux cas Hj3 est hermitienne et unitaire. On a

* ok ok *
0 * =« *
0 0 =« *

HsHoHiA=1 0 0 0 « ¥
0 00

Comme m > n, on peut itérer ce procédé et construire n matrices H; hermitiennes et unitaires,
telles que H, ... H1A soit une matrice triangulaire supérieure R. On note @) la matrice unitaire
(mais pas forcément hermitienne) Q = H; ... Hy,, on a

A=QR.

15



Les éléments fondamentaux de I'algorithme de la factorisation QR & ’aide de réflexions de
Householder sont

1. Le choix des vecteurs v;, de maniére & ce que ||v;]| ne soit pas petit, cf. Remarque 11.

2. Le produit & gauche d’'une matrice M par la matrice H,,: H,,M, doit étre programmé
intelligemment : on ne doit surtout pas stocker la matrice H,,. Il suffit de garder en mémoire
le vecteur v,,, et d’opérer les réflexions de Householder & chaque colonne de M.

3. On ne calcule donc pas @) en général, mais on garde en mémoire les vecteurs vy, ... ,v,.

4. On peut écraser la matrice A que 'on factorise en stockant les vecteurs v; dans la partie
triangulaire inférieure stricte, et la matrice R dans la partie triangulaire supérieure a
condition de normaliser les vecteurs v; de maniére & ce que leur premier coefficient soit 1.

Cette factorisation QR a de nombreuses propriétés intéressantes:

1. Résoudre le systéeme Qy = b est facile car

Q'=Q*=H,...H.

La complexité de la résolution du systéme Qy = b est donc 3 ;' (m — i) adds+mults. Si
m = n, la complexité est de ’ordre de %n2. Si la matrice A est carrée d’ordre n inversible,
pour résoudre Az = b, on résout d’abord Qy = b comme ci-dessus, puis Rz = y par une
remontée. La complexité totale est de ’ordre de 2n2.

2. Si A € C"*"™ est inversible, alors

condy(A) = condy(R),

car () est unitaire.
3. la méthode de Householder permet de calculer |det(A)|. En effet,

|det(R)| = |produit des coefficients diagonaux de R| = |det(A)|.

Théoréme 6 Soit A € C™*™. On peut trouver une factorisation QR telle que tous les coeffi-
cients diagonauzr de R sont réels positifs. Si A est inversible, cette factorisation est unique.

Démonstration On part de la factorisation QR de A obtenue par la méthode de Householder
ci dessus: A = Q'R' ot la matrice @’ est unitaire et R est triangulaire supérieure. Appelons D
la matrice diagonale D = diag(dy,...d) ou

di:{ Il siri; 70,

1 si ’I"“':O,

La matrice D est clairement unitaire. Posons Q = Q'D~! et R = DR’. Ces matrices ont les
propriétés désirées.
Supposons que A soit inversible et soient deux factorisation QR de A,

A=Q1R1 = Q2R,

telles que tous les coefficients diagonaux de R; et Ro sont réels positifs. Ils sont strictement
positifs car A est inversible. On a alors Q5@ = RgRl_l. Mais Q51 est unitaire tandis que Ry R} !
est triangulaire supérieure avec des coefficients diagonaux réels positifs strictement. On peut
vérifier que I'ldentité est la seule matrice unitaire et triangulaire supérieure avec des coefficients
diagonaux réels positifs. Donc Q2 = Q1 et Ry = R;.

Remarque 12 Signalons pour finir qu’il est possible d’obtenir autrement des factorisation QR :
on peut remplacer les réflexions de Householder par d’autres transformations unitaires comme
des rotations.
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//LU factorization
function [B]= LUfact(A)
[m,n]=size(A);
B=A;
for i=1:n,
if (B(i,i)==0) then
print(%io(2)," zero pivot")
else
B(i+1:m,i)=B(i+1:m,i)/B(i,i);
for j=i+1:m,
B(i+1:m,j)=B(i+1:m,j)-B(i+1:m,i)*B(i,j);
end ;
end ;
end;

// down sweep : solves an upper triangular system
function [y]l=up_sweep(A,x)
[m,n]=size(A);
if (m"=n) then
print (%io(2), "error, not a square matrix");
else
y=x;
y(@)=y(n)/A(n,n);
for i=n-1:-1:1,
y(1)=(y(i)-A(i,i+1:n)*y(i+1:n))/A(i,i);
end;
end;

// down sweep : solves a lower triangular system with ones on the diagonal
function [y]=down_sweep(A,x)
[m,n]=size(A);
if (m"=n) then

print (%io(2), "error, not a square matrix");
else

y=x;

for i=2:n

y(1)=y(i)-A(i,1:i-1)*y(1:i-1);

end;

end;

//assumes A contains the LU-factorization of A
function [y]=SolveLU(A,x)
[m,n]=size(A);
if (m“=n) then

print (%io(2), "error, not a square matrix");
else

y=down_sweep(A,x);

y=up_sweep(A,y);
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end;
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//Choleski factorization
//the matrix is stored in the lower part
function [B]= Choleski_fact(A)
[m,n]=size(A);
B=A;
for i=1:n,
if (B(i,1)<=0) then
print (%io(2)," non positive pivot")
else
B(i,i)=sqrt(B(i,i));
B(i+1:m,i)=B(i+1:m,i)/B(i,i);
for j=i+1:n,
B(j:m,j)=B(j:m,j)-B(j:m,i)*B(j,1);
end ;
end ;
end ;

// up sweep : solves an upper triangular system
function [yl=up_sweep(A,x)
[m,n]=size(A);
if (m™“=n) then

print (%io(2), "error, not a square matrix");
else

y=X;

y(@)=y(@n)/A(n,n);

for i=n-1:-1:1,

y(A)=(y(1)-(A(i+1l:n,i)) ’*y(i+1:n))/A(i,i);

end;

end;

// down sweep : solves a lower triangular system with ones on the diagonal
function [y]=down_sweep(A,x)
[m,n]=size(A);
if (m”“=n) then
print (%io(2), "error, not a square matrix");
else
y=X;
y(=y(1)/A(1,1);
for i=2:n
y(i)=y(i)-A(i,1:i-1)*y(1:i-1);
y(i)=y(@E) /A, 1)
end;
end;

//assumes A contains the Choleski-factorization of A
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function [y]=SolveCholeski(A,x)
[m,n]=size(A);
if (m“=n) then
print (4io(2), "error, not a square matrix");
else
y=down_sweep(A,x);
y=up_sweep(A,y);
end;
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// householder reflexion : find Householder vector
//normalized so that v(1)=1

function [v]= householder_vector(x)
delta=1;
if (x(1)<0) then
delta=-1;
end;
v=x;
beta=v(1)+delta* sqrt(x’*x);
v=v/beta;
v(1)=1;

// performs Householder reflexion of vector v on a vector x
function [y]= householder_reflexion(v,x)
beta=2*%(v’*x) /(v *v) ;

y=x-betax*v;

//performs QR factorisation of a matrix

//the R part is stored in the upper part of A

//the Q part (normalized so that the upper line is one)
//is stored in the strict lower part of A
function[B]=QRfactorization(A)

[m,n]=size(A);
B=A;
print (%io(2) ,m,n);
for i=1:n,
v=householder_vector (B(i:m,i))
//print (4io(2),v);
delta=2/(v’*v);
B(i,i)=B(i,i)-delta* (v’* B(i:m,i));
for j=i+l:n,
c=v’*B(i:m,j);
B(i:m,j)=B(i:m,j)-c*delta*v;
end ;
if (i<m) then
B(i+1:m,i)=v(2:m-i+1);
end ;
// print(%io(2),B);
end;

function [y]l=up_sweep(A,x)
[m,n]=size(A);
if (m“=n) then
print (%io(2), "error, not a square matrix");
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else
Y=X;
y(@)=y(@n)/A(n,n);
for i=n-1:-1:1,
y(1)=(y(i)-A(i,i+1:n)*y(i+1:n))/A(i,1);
end;
end;

//assumes A contains the QR-factorized part of A
function [y]l=SolveQR(A,x)
[m,n]=size(A);
if (m*“=n) then

print (%io(2), "error, not a square matrix");
else

y=X;

for i=1:n-1,

y(i:n)= householder_reflexion( [1;A(i+1:n,i)] , y(i:n));
end ;
y(@)=-y(n);

y=up_sweep(A,y);

// print(%io(2), y);
end;
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