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1 Meéthodes de relaxation pour la solution de systemes linéaires

1.1 Compléments d’analyse matricielle
1.1.1 Rayon spectral d’une matrice

Définition 1 Soit A une matrice de CN*N . On sait que le polynéme caractéristique de A a N
racines complexes. On appelle spectre de A et on note sp(A) ’ensemble formé de ses N valeurs
propres (comptées avec leur multiplicité). On appelle rayon spectral de A et on note p(A) le réel
positif ou nul défini par

p(4) = \nax |Al- (1)
Proposition 1 ;
1. Soit || || une norme matricielle sur CN*N ayant la propriété multiplicative
IABI| < [|A[l[|B]l (%)
alors
p(4) < || 4]

2. De plus pour toute matrice A et pour tout réel positif €, il existe une norme matricielle || ||
subordonnée a une norme vectorielle telle que

[A]l < p(4) +e.
Démonstration
Démontrons le premier point. Soit || || une norme matricielle sur C¥*V ayant la propriété
multiplicative (*). On peut alors définir une norme vectorielle sur C¥ qu’on note ||| ||| par
vl = 1My, ot My = (v,...,v)

exercice : vérifier qu’il s’agit bien d’une norme sur C".
Soit A une valeur propre de A telle que |A| = p(A) et vy le vecteur propre correspondant : on
a

p(A)[[olll = [l Av]]] < [[(Av, ..., Av)|| = |A(v, ... o) < [|A[lli (v, ... )]l = [[A]l[]v]]],



linégalité venant de la propriété (*). On a donc
p(A) < [A]l.

Pour le deuxieme point, on sait qu’il existe une matrice unitaire U et une matrice triangulaire
supérieure R telles que A = URU*. La matrice triangulaire R s’écrit

)\1 T12 . T1d
AQ 23 ‘e T2d
R =
Ad-1 Td-1d
Ad
Soit alors la matrice D, = diag(1,n,...n%"1). On considére la norme ||| ||| définie par

[1M]]| = | D7 'U* MU Do

On a
Aonriz . N 'rig
Xy qraz .. n%rog
-1 -1 :
D;\U*AUD, = D;'RD, = :
Ad-1  1Trd-1d
Ad
Donc |||A]|| = maxi<i<q (|)\z| + D si nj*i|rij|). Pour € > 0 fixé, on peut choisir 7 assez petit
pour que [[|4]]] < p(4) +¢.
Enfin on vérifiera facilement que ||| ||| est la norme subordonnée & la norme vectorielle

Iloll] = 11D7 U v]loo

1.1.2 Suite des puissances d’une matrice

On dit qu'une suite de matrices (4,), dans CV*M tend vers 0, si pour une norme ma-
tricielle || || définie sur CV*M | la suite (||A,||)n tend vers 0. Comme toutes les normes sont
équivalentes, cette convergence a alors lieu pour toutes les normes. Si N = M, en prenant les
normes subordonnées aux normes vectorielles, on voit que

Ap >0 VYoeCV,Av— 0.

On déduit de la proposition 1 le théoréme:

Théoreme 1 Soit A € CV*N . Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite des
puissances de A, (A™),,, converge vers 0 est que

p(4) < 1. (2)

Démonstration

Soit une matrice A telle que A, — 0. Il est clair que p(A™) = p"(A). Mais d’apres la proposition
1, p"(A) < ||A"]], pour toute norme ayant la propriété (x). Donc p"(A) — 0, ce qui implique
que p(A) < 1.

Réciproquement, soit une matrice telle que p(A) < 1. D’aprés la proposition 1, il existe une



norme matricielle || || subordonnée & une norme vectorielle, telle que ||A]| < 1. Comme || || a la
propriété (x), |A™|| < ||A||" — 0.

On a de plus une caractérisation du rayon spectral d’une matrice :

Théoréme 2 Pour toute norme matricielle ayant la propriété (x),

. 1
p(4) = lim [[A"[|~

1.2 Meéthodes itératives de relaxation
1.2.1 Principe général

Pour des systémes linéaires de grande taille, les méthodes directes (du type Gauss ou Cho-
leski), peuvent s’avérer trop cotiteuses en temps de calcul ou en place mémoire. L’idée est alors
de ne plus chercher & résoudre exactement le systeme linéaire mais d’approcher sa solution par
une suite de vecteurs, construite & I’aide d’une formule de récurrence simple.

Soit donc un systeme linéaire

Az = b, (3)

ot A € C¥4 est inversible, z,b € C¢. Le principe des méthodes itératives présentées ici est de
d’écrire A comme la différence de deux matrices:

A=M—N, (4)

ou
1. M est inversible

2. le systéme linéaire My = c peut étre résolu simplement, avec un cofit de calcul faible:
typiquement M sera diagonale ou triangulaire.

On va alors approcher la solution de (3) par la suite (z,) définie par récurrence & partir de z
qu’on choisit, et de la formule

Tny1 =M (b+ Naxy) (5)

Remarque 1 On n’a pas besoin de calculer M1, mais juste de savoir calculer la solution de
MIL'yH_l = b—|—NiL‘n

Observation 1 Si la suite converge vers y alors y = x. En effet, si la suite converge, on a ad la
limite, My = b+ Ny ou de maniére équivalente Ay = b. Comme la solution de (3) est unique,

T =1y.

Considérons l'erreur a ’étape n,

en =T — Tnp.

Mz, =b+ Nz,

Mz =b+ Nz }:>6n+1=M_1Nen:>en+1:(M—lN)nHeO

On appelle M !N la matrice d’itération de la méthode. On a démontré le résultat

Proposition 2 La suite donnée par xzo et (5) converge vers x pour tout choix de xy si et
seulement si la matrice d’itération vérifie

p(M™IN) < 1. (6)



Démonstration

La suite donnée par z et (5) converge vers x pour tout choix de z si et seulement si (M 1 N)"ey —
0 pour tout eg, ce qui équivaut & dire que (M ~1N)" — 0. D’apres le théoreme 1, ceci a lieu si
et seulement si p(M~1N) < 1.

1.2.2 TUne condition suffisante dans le cas o1 A est hermitienne, définie positive

Théoréme 3 Soit A une matrice hermitienne, définie positive, et M,N deux matrices telles que
A=M — N, M soit inversible et M* + N soit elle aussi définie positive. Alors p(M 'N) < 1.

Démonstration
Comme A est symétrique définie positive, on peut considerer la norme vectorielle définie par

[v]l% = v* Av,
et la norme matricielle subordonnée. On a pour tout vecteur v,

IMINo|G = v (M = A)"(M*) PAM (M = A)v
= v* Av + v* A*(M*) " LAM 1t Av — v* AM ™! A — v* A*(M*) ™1 Ay

Montrons que v*A*(M*) P AM 1 Av — v* AM =1 Ay — v* A*(M*) "1 Av < 0 si v # 0. En effet

v A*(M*)TLAM Ay — v* AM 1 Ay — v* A*(M*) "L Av

= " A*(M*) " AM =" Av — v* A*(M*) "' MM~ Av — v* A*(M*)~" M* M~ Av
=v* A" (M*)"H A - M - M )M~ Av

= —v*A*(M*)"Y(M* + N)M~! Ay

qui est strictement négatif dés que M 'Av # 0 — v # 0, car (M* + N) est symétrique définie
positive et A et M sont inversibles. Donc si v # 0, ||[M 'Nuv||4 < |[v]la. On en déduit que
IM~N|l4 <1, ce qui achéve la démonstration.

1.3 La méthode de Jacobi

On considére une matrice inversible A dont la diagonale D est inversible. La méthode de
Jacobi consiste & choisir M = D et N = D — A. La matrice d’itération p(L;) de la méthode de
jacobi s’écrit p(L;) = I — D71A. On a les résultats suivants

Proposition 3 Si A est a diagonale strictement dominante, i.e.

Vi, |am| > Z \aij\.
J#t

alors la méthode de Jacobi converge pour tout choiz de xg.
Démonstration
Si A est & diagonale strictement dominante, on a |M 'N|je = |[D (D — A) |00 < 1.
Proposition 4 5i A et 2D — A sont hermitiennes définies positives, alors la méthode de Jacobi
converge pour tout choix de xg.
Démonstration
Si A est hermitienne définie positive, alors D 1’est aussi, et on peut utiliser la méthode de Jacobi.
De plus, M + N = 2D — A est aussi hermitienne définie positive. On peut apliquer le théoréme



3.
Algorithme La ieme coordonnée de z,; est donnée par
bi — Ej;éi a;j(%n);

Qg

(xn—H)i =

Voici la boucle de la méthode de Jacobi: le test d’arrét est ici du type ||z"+! — 27| < €, mais
d’autres tests sont évidemment possibles.
while( err<eps)

{
W=X;
x=b;
for(int i=0; i<x.size();i++)
{
for(int j=0; j<i;j++)
x(i)-=a(i,j)*w(j);
for(int j=i+l; j<v.size();j++)
x(i)-=a(i,j)*w(j);
x(i)=x(i)/a(i,i);
}
e=w—X;
err=norm(e) ;
}
Quand la matrice admet une décomposition par bloc:
A11 e Alp
A= Ail Aip
Apl e App

ou les blocs diagonaux A;; sont des matrices carrées (les blocs non diagonaux ne doivent pas
nécessairement I’étre), et si les blocs diagonaux sont tous inversibles, une méthode dite de Ja-
cobi par blocs consiste & prendre D = diag(A11,...,App). Elle nécessite de savoir résoudre les
systemes avec les blocs Aj;.

1.4 La méthode de Gauss-Seidel

On considére une matrice inversible A dont la diagonale D est inversible. On note A = D—L—
U, ou —L (respectivement —U) est la partie triangulaire inférieure strictement (respectivement
supérieure) de A. La méthode de Gauss-Seidel consiste & choisir M = D — L et N = U. La
matrice d'itération p(Lgs) de la méthode de Gauss-Seidel s’écrit p(Lgs) =1 — (D — L) 'A. On
a les résultats suivants;
Proposition 5 57 A est a diagonale strictement dominante, alors la méthode de Gauss-Seidel
converge pour tout choiz de xg.
Démonstration On s’intéresse a la solution de My = Nz pour x donné: on a

aiiY; = Zaz‘j%’ + Zaijyj-

Jj<i j>i



On considére i tel que |y;,| = ||y]/co: On a

Jaiillyiol < laigjlllylloo + D laig jlllzlco-

J<io J>io

Si A est a diagonale strictement dominante,

laiil = Y laigil > D laig 1,

i<to 7>10
donc
wp Moo
szo ol
My = Nz

ce qui veut dire que ||M 1 N||, < 1.

Proposition 6 i A est hermitienne définie positive, alors la méthode de Gauss-Seidel converge
pour tout choix de xg.

Démonstration

Si A est hermitienne définie positive, alors D ’est aussi, et L = U*.Donc M*+N = D—-L*4+U =
D est hermitienne définie positive. On peut apliquer le théoréme 3.

Algorithme La iéme coordonnée de z,11 est donnée par

bi = 22 jci @i (Tnt1)j — Djni 0i(Tn);
(7%}

(Tn+1)i =

Dans la méthode de Gauss-Seidel, dés que la iéme coordonnée de z,.1 est calculée, la ieéme
coordonnée de z,, devient inutile: on peut écraser la iéme coordonnée de z,, et la remplacer par
la iéme coordonnée de z,+1 dés que celle ci est calculée.

Voici la boucle de la méthode de Gauss Seidel: le test d’arrét est toujours du type ||z T —z"|| < e.

while( err<eps)
{
e=x;
for(int i=0; i<x.size();i++)
{
x(1)=b(i);
for(int j=0; j<i;j++)
x(i)-=a(i,j)*x(j);
for(int j=i+l; j<x.size();j++)
x(i)-=a(i,j)*x(j);
x(i)=x(i)/a(di,i);
}
e=e-x;
err=norm(e) ;
}
La méthode de Jacobi est completement parallélisable, ce qui n’ est pas le cas de la méthode de
Gauss-Seidel.
Comme pour la méthode de Jacobi, on peut généraliser la méthode de Gauss-Seidel a une
matrice par blocs, dont les blocs diagonaux sont tous carrés et inversibles.



1.5 Méthodes SOR (successive over relaxation)

La méthode de Gauss-Seidel est trés facile & programmer mais sa convergence peut étre tres
lente pour certains systémes: on la modifie en introduisant un parameétre w # 0 dit parameétre
de relaxation et en choisissant M = %D —Let N=U+(1- %)D La matrice M est inversible si
la diagonale D est inversible. Pour w = 1, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel. Pour w < 1
on parle de sous-relaxation. Pour w > 1 on parle de sur-relaxation. Un calcul facile montre que

la matrice d’itération de cette méthode est
L,=(I-wD L) (1 - w)I+wD™U). (7)

Proposition 7 57 A est hermitienne définie positive, la méthode de relaxation avec paramétre
w converge pour toul To St

0<w<2. (8)

Démonstration

Si A est hermitienne définie positive, alors D ’est aussi, et L = U*. Donc M*+ N = (% —-1)D—
L*+U = (% — 1)D est hermitienne définie positive dés que 0 < w < 2. On peut apliquer le
théoreme 3.

Remarque 2 On peut aussi relazer la méthode de Jacobi en prenant M = %D et N = %D —A.
Si A est hermitienne définie positive, sous quelles conditions sur w M* + N est elle définie
positive?

Théoréme 4 Si 0 < w ou st w > 2, La méthode SOR mne converge pas vers la solution x pour
tout choiz initial xo, Si les inégalités sont strictes, elle diverge.

Démonstration
D’aprés (7), le déterminant de £, est (1 — w)?. Mais

(L] < 1= det(L,)] < 1
car le déterminant est le produit des valeurs propres. Donc,
w>2ouw<0=|(1-wi>1=p(L,)>1

implique que la méthode SOR ne converge pas vers la solution pour tout choix initial.
Remarque 3 La proposition 7 donne donc en fait une condition nécessaire et suffisante.

Algorithme
Voici la boucle de la méthode SOR

while( err<eps)
{
e=x;
for(int i=0; i<x.size();i++)
{
x(1)=b(i)-(1-1/omega)*a(i,i)*x(i);
for(int j=0; j<i;j++)
x(i)-=a(i,j)*x(j);
for(int j=i+l; j<x.size();j++)



x(i)-=a(i,j)*x(j);
x(i)=omega*x(i)/a(i,i);
}
e=e-Xx;
err=norm(e) ;

}

1.6 Comparaisons des méthodes pour des matrices tridiagonales

Théoréme 5 Si A est tridiagonale, on a

p(Las) = p(Ly)? (9)
Démonstration
Soit A une matrice de C¢*¢ tridiagonale:
aq b1 0 e 0
(6] a9 b2 .
A= 0 .. . e 0 (10)
: Cd-2 Gd-1 b1
0 ... 0 Cd—1 aq

Le nombre complexe A est valeur propre de L si et seulement si det(D~'(D — A) — X\I) = 0 ou
encore si det((1 — A\)D — A) =0, c’est a dire

)\a1 b1 0 e 0
C1 )\a2 b2
det 0o -. - el 0 =0 (11)

: g Cd—2 Aag—1 bg—1
0o ... 0 Ci—-1  Aag

D’autre part u est valeur propre de Lgs si et seulement si det((D — L)~Y(D —L— A) —ul) =0
ou encore si det((1 —p)(D — L) — A) =0, c’est & dire

Hai b1 0 . 0
pcr  paz  be :
det 0 0 =0 (12)

: pCi—2 pad—1 ba—1
0o ... 0 UCi—1  Hag

Supposons A # 0, (11) est équivalente &

)\a1 b1 0 . 0
C1 )\ag b2
det[diagO2,... 2 | o .. e e 0 |diagZ Tt AT )] =0

Ca—2 Aag-1 bg1
0 0 Cd—1 /\ad



Ce produit de trois matrices vaut :

A2G,1 bl 0 e 0
)\201 A2CI,2 b2 :
At 0 . . . 0

: g Meqgo MNagy by
0 0 )\ZCd_l )\2ad

ce qui veut dire d’apres (12) que A2 est valeur propre de Lgs. Donc si A # 0, A est valeur propre
de L si et seulement si A\ est valeur propre de Lgg, ce qui montre (9).

On a enfin un théoréme plus précis dans le cas ou A est de plus définie positive:
Théoréme 6 Si A est tridiagonale et hermitienne définie positive, les méthodes de Jacobi et de
Gauss-Seidel convergent, et la méthode SOR converge si et seulement s1 0 < w < 2. Le parameétre
optimal est

2
Wopt = > 1, 14
T+ VI- L)) -
et
1
L = . 15
L) = (15)

2 Méthodes de descente pour la résolution de systémes linéaires

2.1 Principe des méthodes de descente
2.1.1 Minimisation de fonctions quadratiques

Le but est de construire des méthodes itératives pour résoudre un systeme linéaire
Az = b, (16)

en lui associant un probléme de minimisation équivalent et en construisant une suite minimi-
sante : on va travailler avec des matrices réelles symétriques et définies positives, mais on pourrait
tout généraliser au cas de matrices hermitiennes définies positives. Considérons la forme qua-
dratique F' sur R? définie par

1
Ex
La fonction F' est continue et lim;_,o F'(7) = +00. La fonction admet donc un minimum dans

F(z) = ZzT Az — z7. (17)

R?. La fonction F est de plus différentiable, et son gradient vaut
Vy € R", DF(y) = Ay —b. (18)
Exercice Démontrer ’assertion précédente.
Comme la solution de (16) est unique car A est inversible, le gradient de F' ne s’annule qu’en

un seul point qui réalise le minimum de F'.
Exercice Montrer que F' est strictement convexe, c’est a dire que

Flaz + (1~ a)y) ~ aF(z) ~ (1 - 0)F(y) < ~ (1 ~ a)Anin(4)

ol Amin(A) est la plus petite valeur propre de A.
On voit donc que le probléme (16) est équivalent & la minimisation de F. L’idée va donc de
construire des suites minimisantes de F' pour approcher la solution de (16).



2.1.2 Méthodes de descente
Une méthode de descente consiste & construire une suite minimisante sous la forme
Tpil = Ty + appPp, (19)

ot p, € R, p, # 0 et o le scalaire o, est choisi pour que F(z,41) < F(z,). La convergence
de la méthode dépend bien siir des choix des p, et a,.

Définition 2 L’erreur a l’étape n est le vecteur

en =T — Ty, (20)
On appelle résidu a l’étape n le vecteur
rp = b— Az, = Ae,. (21)
Remarque 4 Le résidu a la niéme étape vérifie r, = —DF(x,).

2.1.3 Choix optimal de «, pour p, fixé

Supposons choisie la direction p,, : on peut choisir «,, de maniére & minimiser la fonction ¢
de RT dans R donnée par

¢(t) = F(zn + tpn).
Cette fonction & un minimum unique pour

T
TnPn
Qopt = —— 22
opt ’1"7’1; 4pn’ ( )
et on a

2 pn »
rl Ap, "

Tptl = Ty +

Proposition 8 Pour tout p,, et si on choisit o, = aopt, 0N a
T£+1Pn =0. (23)

2.2 Meéthodes de gradient
2.2.1 Principe des méthodes de gradient

L’idée des méthodes de gradient va étre de choisir comme direction de descente le gradient
de F' en xz,, ou (voir Remarque 4), de maniére équivalente, le résidu r,, :

Tn+1 = Tp — anF(fEn) (24)
= Tn + PnTn.
Pour tout z € R, il existe un nombre réel pmax(z) > 0, tel que
P €]0, pmax(z)[e F(x — pDF(2)) < F(z).

Exercice Démontrer cette assertion.
Le pas py, doit donc étre un réel positif choisi tel que F(z,41) < F(zy,).

Remarque 5 On peut généraliser ces méthodes a des fonctions strictement convexes et différentiables.
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2.2.2 Interprétation géométrique en dimension deux

Soit A une matrice d’ordre deux symétrique et définie positive. On sait que A est diagona-
lisable dans une base orthonormale. Quitte & changer les coordonnées on peut supposer que A

est diagonale et que b = 0:
I APSEN
(20, -

2

La fonction F s’écrit alors F(z) = A\z? + \ox3, et les lignes de niveaux de F: F(z) = r? sont
1 2

les ellipses concentriques
Maz? + Aozl =12 (26)

Le gradient de F' au point z est orthogonal & lellipse d’équation (26) passant par z. La Figure
1 donne un exemple des premiers itérés d’une méthode de gradient.

Fi1G. 1 — deux itérés d’une méthode de gradient

2.2.3 Méthodes du gradient & pas fixe

Si A est défini positif, on peut obtenir une méthode convergente en fixant p, & une valeur
bien choisie: la méthode du gradient & pas fixe consiste a constuire la suite récurrente

Tpy1 = Tp — oAz, — b).
L’erreur vérifie
eny1 = (I — ad)e, = (I — aA)" e,
ce qui montre que la méthode du gradient a pas fixe converge si et seulement si
p(I —ad) <1

ou 7(a) = p(I — @A) est le rayon spectral de I — aA. On appelle 7(a) le taux de convergence
de la méthode. On a donc
Théoréme 7 Si A est symétrique définie positive, la méthode du gradient a pas fize converge
vers la solution x de (16) si et seulement si

2

a< S (27)

11



De plus la valeur de a minimisant le tauz de convergence T(«) est

2
Yopt = )\min(A) + )\maX(A) .

et le tauz de convergence vaut alors

condy(A) —1

T =

ort condy(A) +1
Démonstration La matrice d’itérations (I — @A) est diagonalisable et ses valeurs propres sont
1 — a) ou X est valeur propre de A. La condition nécessaire et suffisante s’obtient facilement en

écrivant la condition p(I —ad) < 1.
On a pour toute valeur propre A de A,

1 — admax <1 — admax <1 — admin

Donc p(I — @A) = max(|1 — aAmax(4)[,|]1 — @Amin (A4)]). En tracant le graphe des deux fonctions

F1G. 2 — graphes des fonctions o — |1 — admax(A)| et @ = |1 — aAmin(A4)]

a— |1 — adpax(4)] et @ = |1 — adpin(A)], (voir Figure 2), on voit que

1 —admin(4) pour a <

2
_ — )\min(A)+)\1nax(A) ’
pI - ad) { 0Amax(A4) —1  pour a > 2

)\min(A)+)\max (A) ’

On voit aussi que le minimum de p(I — @A) est atteint pour app; = m et qu’il vaut

_ Amax(A) - Am]n(A) _ CondQ(A) — ]_
TPt = N e (A) + Amin(A)  conda(A) + 1

Remarque 6 On voit donc que la méthode du gradient a pas fixe converge d’autant plus lente-

ment que le conditionnement de A est grand. En effet, avec le choizx optimal pour p, il faut de
Uordre de

| log(e)|
A _
|log(£ndlA) 1))

itérations pour réduire Uerreur d’un facteur €; quand condz(A) > 1, le nombre d’ itérations est
donc de Uordre de

conds(A)

[log(e)| ‘T2

12



2.2.4 Méthode du gradient a pas optimal

Comme dans § 2.1.3, on peut construire
Tpt1 = Tn — pn(Azy — b),
en choisissant p,, de mani¢re 4 minimiser la fonction ¢ de R™ dans R donnée par
¢(t) = F(zn — t(Azn — b))

Cette fonction & un minimum unique pour

[Azn — B2 lirul2
= = , 28
Pt = 1z — 5%~ Tl 28)
ol
Iyl = y" Ay.

I1 est important de noter que dans la méthode du gradient & pas optimal, d’apres (23), les résidus
successifs sont orthogonaux :

r,ﬂrlrn =0. (29)

Théoréme 8 S5i A est symétrique et définie positive, la méthode du gradient & pas optimal
converge vers la solution z de (16).

Démonstration La suite des J(z,,) est décroissante par construction, et bornée inférieurement
par J(z), donc converge. On en déduit que

J(@nt1) — J(zn) = 0,

ce qui implique que

1
_ﬂnHTan + 5/’%7%147'71 — 0,

2
T
et comme p,, = T'L«lelzn, on trouve finalement que
n
4
Irallf
rT Ar,

Comme A est définie positive, ceci implique que r, — 0. Toujours griace au caractere défini
positif de A, on en déduit que e, — 0.

Remarque 7 Cette démonstration se généralise a la méthode du gradient a pas optimal appliqué
d la minimisation d’une fonction F fortement conveze et de gradient Lipchitzien.

Pour déterminer la vitesse de convergence de la méthode de gradient & pas optimal, on utilise
I'inégalité de Kantorovitch

Lemme 1 Soient d réels strictement positifs,
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et d réels positifs B; tels que Z‘f Bi = 1. On note £ = Z‘f Bil;. On a
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Démonstration Pour prouver (30), on doit montrer que
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Pour cela, on voit que la fonction qui & z € [£1,£4] associe % + ﬁ atteint son maximum en

x = {1 et en £ = £, et le maximum vaut % + é. On conclut en utilisant le fait que Egzl Bi = 1.

Apres, (31) s’obtient facilement en cherchant le minimum de é% sur intervalle [£1,44].

Proposition 9 (Kantorovitch) Soit A € R¥*? symétrique définie positive dont les valeurs
propres vérifient 0 < Apin = A1 < ... < A < ... < Ag = Amax- On a

inf Hy”LZl _ 4AminAmax
v20 (YT Ay) (yTA7ly)  (Amin + dmax)?’
Démonstration On note A\; < Ay < --- < Ay les valeurs propres de A et (v;)1<i<q une base
T, \2
orthonormale de vecteurs propres: Av; = A\;v;. Pour y € ]Rd, on note f3; = (?’Hy'”'g) :
2
d
D Bi=1
i=1

On a aussi

(A yy) 1 ,
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=1
et on applique le lemme précédent, et on obtient
inf ||y||L2L > 4Amin/\max '
y#0 (yTAy) (yTA_ly) - (/\min + )\max)z

Enfin, cet infimum est atteint par y = v1 + vg.
Théoréme 9 Pour la méthode du gradient a pas optimal, on a l’estimation

condy(A) — 1\"
< - - Z
lealla < (20 2) ol

14



4 : _ rali3 _ =13 — [l 13
Démonstration On a Pn = 7T Arp €pn+1 — €p — T%vTTnTn, et 'n+1 =Tp — T;{TMATR Donc

lentill% = e£+1Aen+1 = 37711+17“n+1
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Interprétation géométrique en dimension deux On reprend la matrice A donnée par
(25). D’aprés (29), on peut construire graphiquement la suite des itérés, car le point x,11 est
a la fois sur la droite de direction 7, passant par z,, et sur l'ellipse d’équation (26) tangentée
par cette droite. La Figure 3 donne un exemple des premiers itérés d’une méthode de gradient
& pas optimal. Dire que la matrice A est mal conditionnée, c’est dire que les lignes de niveaux

F1G. 3 — méthode de gradient a pas optimal

de F sont des ellipses tres allongées, ou encore a fort rapport d’aspect. Dans ce cas, on voit
que la suite des z,, se rapproche de sa limite z en zigzaguant beaucoup, et on comprend que la
convergence est lente.

15



