
Chapitre 2 :

Un probl�eme-mod�ele de contrôle

optimal.

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons �a l'�etude d'un probl�eme de contrôle optimal.

Les g�en�eralit�es et les probl�emes d'existence sont pr�esent�es. En�n, les aspects de

r�esolution de tels probl�emes sont d�etaill�es.

Sont �egalement expos�ees des g�en�eralit�es sur les probl�emes de contrôle optimal r�egis

par des �equations aux d�eriv�ees partielles elliptiques dont la th�eorie est pr�esent�ee

par J.-L. Lions [Lions, 1968] et nous donnons quelques r�esultats fondamentaux.

Ensuite, pour parler des algorithmes de r�esolution, en g�en�eral des algorithmes

de descente et donc n�ecessitant la connaissance du gradient de la fonctionnelle �a

minimiser, nous allons nous consacrer au calcul exact de ce gradient. Pour cela,

nous introduisons un �etat adjoint par le biais d'une formulation Lagrangienne du

probl�eme de contrôle que nous �etudions.

2.1 Position du probl�eme

2.1.1 Qu'est-ce qu'un probl�eme de contrôle?

Dans un premier temps, nous allons donner une d�e�nition du probl�eme auquel nous
allons nous int�eresser dans ce rapport : Probl�eme de contrôle optimal. Une mani�ere
de le formuler est la suivante :

Etant donn�ee une observation yd, peut-on trouver un contrôle
admissible u tel que y(u) = yd o�u y(u) est la solution de
l'�equation d'�etat du probl�eme d�ependant du contrôle?

La formulation du probl�eme de contrôle optimal repose sur une fonctionnelle J �a va-
leurs r�eelles dite fontion coût ou crit�ere qui minimise l'�ecart entre y(u) et yd au sens de
la norme L2, �a laquelle on ajoute un terme qui assure la r�egularit�e du contrôle et l'unicit�e
de la solution.
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Concr�etement, le probl�eme est donn�e par :

Trouver u 2 Uad tel que :

J(u) = inf
v2Uad

J(v)

avec J d�e�nie par:

J(v) =
1

2
(

Z



jy(v)� ydj
2dx+ �

Z



jvj2dx)

C'est un probl�eme de minimisation. Dans le paragraphe suivant, on en donnera les pro-
pri�et�es de base, qui nous seront utiles dans toute la suite de cette �etude.

2.1.2 Des notions et r�esultats th�eoriques en optimisation

Dans ce paragraphe, nous citons quelques r�esultats sur l'existence, l'unicit�e des so-
lutions ainsi que leurs caract�erisations. Nous ne d�emontrons pas tous ces r�esultats et
pour plus de d�etails, nous renvoyons le lecteur aux r�ef�erences suivantes [C�ea, 1971] et
[Faurre, 1986].
Alors, soit un probl�eme d'optimisation dans son cadre plus g�en�eral :

J(u) = inf
v2K

J(v); u 2 K (2.1)

o�u K est un convexe ferm�e non vide d'un espace de Hilbert V sur IR et J est une fonc-
tionnelle d�e�nie sur K �a valeurs dans IR.
Tout d'abord, il faut noter l'importance de l'hypoth�ese de convexit�e de la fonctionnelle J
en optimisation. En e�et, nous avons la proposition :

Proposition 2.1.1 Si la fonctionnelle J est convexe, alors tout minimum local est un
minimum global. Si de plus, J est strictement convexe, le minimum, quand il existe, est
unique.

2.1.3 Sur l'existence d'un optimum

Le th�eor�eme suivant donne un r�esultat g�en�eral sur l'existence de minima :

Th�eor�eme 2.1.1 Si la fonctionnelle J est convexe, semi-continue inf�erieurement et si
lim

jjvjj!+1
J(v) = +1 ou bien le convexe ferm�e K est born�e, alors J admet un minimum.

Avant de donner les caract�erisations des optima, nous rappelons les d�e�nitions sui-
vantes :
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D�e�nition 2.1.1 La d�eriv�ee de la fonctionnelle J au point v dans la direction w est
donn�ee par :

J 0(v;w) = lim
�!0

J(v + �w)� J(v)

�
(2.2)

D�e�nition 2.1.2 On dira que J est Gâteaux-d�erivable si w 7! J 0(v;w) de la
d�e�nition.2.1.1 est lin�eaire continue. Dans ce cas, la Gâteaux-d�eriv�ee de J est d�e�nie
par :

(J 0(v); w) = J 0(v;w) (2.3)

D�e�nition 2.1.3 Si on a :

J(v + w) = J(v) + (J 0(v); w) + o(w) o�u lim
jjwjj!0

o(w)

jjwjj
= 0; (2.4)

on dira que J est Fr�echet-d�erivable et de Fr�echet-d�eriv�ee J 0(v) au point v.

Par ailleurs, les Fr�echet et Gâteaux-d�eriv�ees sont li�ees par :

Proposition 2.1.2 La Fr�echet-d�erivabilit�e entraine la Gâteaux-d�erivabilit�e.
La r�eciproque est vraie �a condition que la Gâteaux-d�eriv�ee J 0(v) soit continue en v.

On va donc pouvoir �enoncer un th�eor�eme important en optimisation convexe :

Th�eor�eme 2.1.2 Soit J : K �! IR une fonctionnelle convexe et Gâteaux-d�erivable.
Un �el�ement u de K est un minimum de J si et seulement si :

8<
:

(J 0(u); v � u) � 0 8v 2 K cas avec contraintes : In�equation d'Euler
ou

J 0(u) = 0 K = V cas sans contraintes : Equation d'Euler

2.2 Probl�eme-mod�ele de contrôle optimal

2.2.1 Exemple: Contrôle distribu�e

Pour simpli�er cette �etude et pour ne pas avoir de lourdes notations, nous consid�erons
un probl�eme de contrôle optimal distribu�e r�egi par une �equation aux d�eriv�ees partielles
elliptique et donn�e par :
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(P) J(u) = inf
v2Uad

J(v); u 2 Uad (2.5)

o�u

J(v) =
1

2
(

Z



jy(v)� ydj
2dx+ �

Z



jvj2dx);

- 
 est un ouvert convexe born�e de IRq (q = 2 ou 3),

- � est la fronti�ere de 
 suppos�ee su�samment r�eguli�ere,

- Uad, l'espace des contrôles admissibles, est un convexe ferm�e de L2(
),

- yd l'�etat d�esir�e, est pris dans L2(
),

- � est un r�eel strictement positif.

- Pour f 2 L2(
), y(v) est la solution de l'�equation d'�etat :

(Dir)

8<
:
��y(v) = f + v dans 
;

y(v) = 0 sur � = @
:
(2.6)

Proposition 2.2.1 Le syst�eme (Dir) admet une solution unique y(v). De plus, l'appli-
cation u 7! y(u) est a�ne continue de Uad sur H1(
).

Proposition 2.2.2 Le probl�eme (P) admet une solution unique u 2 Uad.

Preuve : On montre facilement que la fonctionnelle J est continue et strictement
convexe. De plus, Uad est un convexe ferm�e suppos�e non vide de L2(
).
D'autre part, limkvk!+1 J(v) = +1, alors, d'apr�es le th�eor�eme 2.1.1, J admet un mini-
mum unique u 2 Uad.

2.2.2 Interpr�etation Lagrangienne

On remarque que la fonctionnelle J d�epend explicitement de v par l'interm�ediaire du
terme de r�egularisation et implicitement par le premier terme \y(v)".
On peut donc consid�erer v et y comme ind�ependants en assimilant les �equations liant v et

y �a des contraintes d'un type particulier. Ainsi, on peut poser J(v)
d�ef
= J(v; y(v)) = J(v; y)

de telle sorte que J op�ere sur Uad �H1(
).
Et le probl�eme (P) s'�ecrit autrement, soit
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Un probl�eme-mod�ele de contrôle optimal.

(Pbis)

8>><
>>:

Minimiser J(v; y)

v 2 Uad; y 2 H1(
);
y et v li�es par (Dir):

(2.7)

Nous sommes donc devant un probl�eme d'optimisation dont les variables sont v et y
soumis �a la contrainte donn�ee par (Dir) �a laquelle nous allons associer un multiplicateur
de Lagrange. On associe alors �a (Pbis) le Lagrangien L d�e�ni par :
L : Uad �H1(
)�H1(
) �! IR et tel que :

L(v; z; q) = J(v; z)� a(z; q) + (f; q) +

Z



vqdx

On rappelle donc la d�e�nition d'un point-selle de L:

D�e�nition 2.2.1 (u; y; p) est un point-selle de L si et seulement si :

L(u; y; q) � L(u; y; p) � L(v; z; p) 8v 2 Uad; 8(z; q) 2 (H1(
))2:

La proposition suivante permet de ramener le probl�eme (P) �a la recherche d'un point-selle
du Lagrangien L :

Proposition 2.2.3 Si (u; y; p) est un point-selle de L, alors, u est la solution du pro-
bl�eme (P).

Preuve : Soit (u; y; p) un point-selle de L, il v�eri�e donc

L(u; y; q) � L(u; y; p) � L(v; z; p) 8v 2 Uad; 8(z; q) 2 (H1(
))2: (2.8)

Dans l'in�egalit�e de gauche de (2:8), si nous rempla�cons L(:; :; :) par son expression,
nous obtenons

J(u; y)� a(y; q) + (f; q) +

Z



vqdx � J(u; y)� a(y; p) + (f; p) +

Z



updx:

Soit,

a(y; q � p)� (f; q � p) +

Z



u(q � p)dx � 0 8q 2 H1(
):

En posant successivement q = p + ~q et q = p � ~q o�u ~q est quelconque dans H1(
), nous
obtenons

a(y; ~q) = (f; ~q) +

Z



u~qdx � 0 et a(y; ~q) = (f; ~q) +

Z



u~qdx � 0:
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Donc y est la solution de (Dir).

D'autre part, de l'in�egalit�e de droite de (2:8), il vient

J(u; y)� a(y; p) + (f; p) +

Z



updx � J(v; z)� a(z; p) + (f; p) +

Z



vpdx:

Comme y est solution de (Dir), il reste alors

J(u; y) � J(v; z)� a(z; p) + (f; p) +

Z



vpdx; 8(v; z) 2 Uad �H1(
): (2.9)

Ce qui est �equivalent �a

J(u; y) � J(v; z)

8(v; z) 2 Uad �H1(
) tel que a(z; p) = (f; p) +

Z



vpdx;

(2.10)

ou encore

J(u; y) � J(v; z)

8(v; z) 2 Uad �H1(
) tel que v et z li�es par (Dir):
(2.11)

2.2.3 Caract�erisation d'un point-selle de L

Comme L est di��erentiable et convexe par rapport �a chacune de ses variables v et z,
(2:8) est �equivalente �a

(i) (
@L

@q
(v; z; q)j(u;y;p); ' ) = 0; 8' 2 H1(
); (2.12)

(ii) (
@L

@z
(v; z; q)j(u;y;p); ' ) = 0; 8' 2 H1(
); (2.13)

(iii) (
@L

@v
(v; z; q)j(u;y;p); v � u ) � 0; 8v 2 Uad: (2.14)

Ce qui donne les syst�emes suivants:
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8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

(i) Etat direct

�
��y(u) = f + u dans 
;
y(u) = 0 sur �;

(ii) Etat adjoint

�
��p(u) = y(u)� yd dans 
;
p(u) = 0 sur �;

(iii) Condition d'optimalit�e

Z



(p(u) + �u)(v � u)dx � 0; 8v 2 Uad

ou p + �u = 0 cas sans contraintes

(2.15)

Les �equations (2:15) forment le \syst�eme d'optimalit�e" du probl�eme de contrôle
optimal (P).

Proposition 2.2.4 Pour que (u; y; p) soit un point-selle de L sur Uad � V � V , il faut
et il su�t qu'il soit solution du syst�eme (2:15).

Preuve : La condition n�ecessaire est donn�ee par la caract�erisation ci-dessus. la r�eci-
proque repose sur la convexit�e du Lagrangien L en v et z.

Remarque 2.2.1 L'in�equation (resp. l'�equation) (iii) du syst�eme (2:15) n'est autre que
l'in�equation (resp. l'�equation) d'Euler relative au probl�eme d'optimisation (P).

Ce qui nous am�ene a �enoncer le lemme suivant qui donne le calcul direct du gradient
de la fonction coût J en u :

Lemme 2.2.1 Le gradient de la fonction coût J en u est donn�e par

J 0(u) = p + �u: (2.16)

Soit u et v dans L2(
), comme y(u) est une fonction a�ne continue de u, on a

(J 0(u); v � u) =

Z



(y(u)� yd)(y(v)� y(u))dx+ �

Z



u(v � u)dx: (2.17)

Nous allons r�e�ecrire le premier terme de cette �egalit�e. Pour cela, nous utilisons les formu-
lations variationnelles des �etats direct et adjoint du syst�eme d'optimalit�e (2:15), c'est �a
dire,

a(y(u); ') = (f + u; '); 8' 2 V; (2.18)

a(p; �) = (y(u)� yd; �); 8� 2 V: (2.19)

On pose ' = p dans (2:18) pour y(u) et y(v) et on fait la di��erence, il r�esulte

a(y(v)� y(u); p) = (v � u; p): (2.20)
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Ensuite, on prend � = y(v)� y(u) dans (2:19), il vient

a(y(v)� y(u); p) = (y(u)� yd; y(v)� y(u)): (2.21)

Donc,

(J 0(u); v � u) = (p + �u; v � u) (2.22)

Remarque 2.2.2

@

@v
L(v; z; q)j(u;y;p) = J 0(u) = p+ �u (2.23)

Remarque 2.2.3 Dans le cas sans contraintes, c'est �a dire, Uad = L2(
), le contrôle
optimal est donn�e par :

u = �
p

�

On obtient alors un syst�eme coupl�e en y et p.

2.3 R�esolution num�erique et calcul du gradient

Nous avons vu que l'approche Lagrangienne permet de ramener le probl�eme de contrôle
optimal �a une recherche de point-selle. Cette approche permet �egalement de calculer
l'expression du gradient de la fonctionnelle J �a partir de l'�etat adjoint (ou le multiplicateur
de Lagrange associ�e �a la contrainte donn�ee par l'�equation d'�etat). Nous d�eveloppons ainsi
num�eriquement un algorithme rapide de calcul de gradient de la fonctionnelle coût J

�a minimiser. Ind�ependamment de la nature de l'algorithme d'optimisation choisi, nous
r�esumons les �etapes de calcul de la fonction coût en un point (ou un contrôle) un : J(un)
ainsi que son gradient rJ(un) dans le diagramme de la fugure 2.1.

2.3.1 Algorithmes de minimisation

Pour r�esoudre les probl�emes de contrôle optimal, on a besoin d'algorithmes e�caces
de minimisation. Ces algorithmes reposent tr�es souvent sur les m�ethodes de descente.
La fonctionnelle �a minimiser dans les probl�emes de contrôle que nous allons consid�erer,
�etant quadratique, un premier algorithme tr�es e�cace est l'algorithme de Gradient Conjugu�e.

Algorithme de gradient conjugu�e

Si on consid�ere le cas simple de fonction quadratique J d�e�nie par :

J(x) =
1

2
(Ax; x)� (b; x) (2.24)
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o�u A est une matrice M �M d�e�nie positive et b 2 IRM , le probl�eme de minimisation
�etant donn�e par :

inf
x2IRM

J(x) = J(x�); x� 2 IRM : (2.25)

L'algorithme de gradient conjugu�e s'�ecrit :

Etape 0 : Initialisation

x0 2 IRMdonn�e arbitrairement;
g0 = Ax0 � b

d0 = g0

Puis , pour n � 0, xn, gn et dn connus, on calcule xn+1, gn+1 et dn+1 par :

Etape 1 : Descente

�
Trouver �n 2 IR tel que
J(xn � �nd

n) � J(xn � �dn); 8� 2 IR

xn+1 = xn � �nd
n

gn+1 = Axn+1 � b

(2.26)

Etape 2 : Nouvelle direction de descente

dn+1 = gn+1 + 
nd
n (2.27)

o�u 
n =
(gn; dn)

(Adn; dn)
(2.28)

Faire n = n+ 1 et aller �a (2:26)

Remarque 2.3.1 La m�ethode de Gradient Conjugu�e converge en un nombre �ni d'it�era-
tions (au plus M it�erations dans le cas de (2:24)).

Nous pr�esentons maintenant une autre classe de m�ethodes de minimisation :

M�ethode de quasi-Newton

Le principe des m�ethodes de quasi-Newton est d'utiliser les variations du gradient de
la fonctionnelle �a minimiser entre deux it�er�es successifs; on obtient donc de l'information
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sur le Hessien de cette fonctionnelle.
En g�en�eral, une m�ethode de quasi-Newton est bas�ee sur l'it�eration du processus :

8<
:

xk+1 = xk � �kH
�1
k gk

H�1
k+1 = A(H�1

k ; yk; sk)
(2.29)

o�u yk = gk+1�gk; gk = rJ(xk) est la di��erence des gradients entre deux it�er�es successifs,
sk = xk+1�xk est le pas en x, �k est un pas calcul�e par minimisation de J dans la direction
dk = �H�1

k gk et A est un algorithme de mise �a jour de H�1
k en fonction de yk et sk, o�u

Hk est le Hessien de la fonctionnelle J au point xk: Hk = r2J(xk).
La formule BFGS est l'une des m�ethodes de mise �a jour qui donne de bons r�esultats :

Hk+1 = Hk +
yk 
 yk

hyk; ski
�

(Hksk)
 (Hksk)

hHksk; ski

en ayant utilis�e la notation :

u
 v : IRn �! IR et w 7! (u
 v)w = hv;wiu

avec h:; :i est le produit scalaire ordinaire. Ces formules ont la propri�et�e de conserver la
d�e�nie-positivit�e de Hk si et seulement si hyk; ski est positif.

Pour nos tests num�eriques, nous allons utiliser une impl�ementation de cette m�ethode
r�ealis�ee dans le cadre du projet MODULOPT de l'INRIA par J.-C. Gilbert et C. Lemar�echal
[Gilbert et Lemar�echal, 1989].

Conclusion

Apr�es avoir pos�e et �etudi�e cet exemple de probl�eme de contrôle, on va voir dans le
chapitre qui suit comment on va le reformuler une fois ayant d�ecompos�e le domaine 
.
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y(un)

Modèle    direct

Coût     J(u  )
n

Modèle    adjoint 

p(u  )
n

Gradient   grad J(u  ) 
n

nConnaissant     u

Fig. 2.1 { Sch�ema de calcul du gradient de la fonction coût J .
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