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Chapitre

Anneaux et corps

Par Emmanuel Vieillard Baron

1.1 Introduction

Aprés avoir étudié la structure de groupes nous allons nous pencher sur celles d’an-
neau et de corps. Les structures d’anneau et de corps sont des enrichissements de celle
de groupe. En effet, un anneau ( ou un corps ) est un groupe muni d’'une deuxieme loi
interne. Cette deuxiéme loi n'aura généralement pas, pour la structure d’anneau, toutes
les propriétés de la premiére. Il lui manquera, en particulier, la possibilité d'un inverse
pour chacun des éléments de I'anneau. La seconde loi d'un corps possédera, quant a
elle, toutes les propriétés de la premiére. La structure d’anneau sera le plus souvent ren-
contrée sur des ensembles de fonctions ou de matrices. Celle de corps, beaucoup plus
rare, est celle des ensemb{@sR et C munis de leurs lois additives et multiplicatives.
D’autres ensembles bénéficient de cette structure mais ils sont moins accessibles. Il
s'agit de P~Z /pZ quand p est un nombre premier ou encore du corps des quaternions
qui peut étre vu comme un certain sous ensemble des matrickes 4

1.2 Anneau

Définition Soit A un ensemble possédant deux lois internes que I'on note, par
analogie avef , + et .. On dit que le triplet (A,+,.) possede une structusmdeausi:

— (A,+) a une structure de groupe abélien. Le neutre de la loi + est noté O.
— Laloi. est distributive par rapport a la loi +:

Veyze Az (y+z)=xy+x.z
— Laloi . est associative:
Vryz e Az (yz) = (zy).z

— Side plus, il existe un élément neutre dans A pour la loi . ( que I'on note 1 et
qu’on appelleglément unité de I'anneay alors I'anneau A sera ditnitaire.



1.2. ANNEAU

Remarque On considérera toujours dans la suite des anneaux qui sont unitaires et
on utilisera le mot anneau pour anneau unitaire.

Remarque On notera -a I'inverse (I'opposé...) de a pour la loi +. Par abus d'écri-
ture, on notera A 'anneau (A,+,.).

Définition SiI'élément x d’'un anneau posséde un inverse pour la deuxiéme loi de
cet anneau, on dira que x estéigément inversiblede cet anneau et on notera'xson
inverse.

Remarque Rien n'empéche, dans le cas général, que 1=01!!!

Proposition L'ensemble des éléments inversibles d'un anneau possede une struc-
ture de groupe pour la multiplication de I'anneau.

Démonstration C’est facile.

Proposition (Propriétés arithmétiques sur les anneaux) Soit (A,+,.) un anneau.
Pour tout x,¥£A, on a:

1.0x=0

2. () =—=x
3.(-1.(-1)=1
4. (—x)y=—z.y

Démonstration
1. 0z+2z=0x+ex=(0+e)x=ecx=uz DoncOd.z=0.
20=0zx=(1-1)x=1lz—lox=z—lrdonc—z = —1.x.
3. On multiplie par—1 I'égalité (—1)+1 = 0. Celadonné—1).(—1)+(-1).(1) =
0 etdonc(—1).(—1) + (—1) = 0 ce qui prouve qué—1).(—1) = 1.
4. zy+ (—x)y = (r+(-x)).y = (x —z).y = 0.y = 0 donc 'opposé de.y qui
est, par convention d’écriture;z.y, est égal d—x).y.

Définition Un anneau A sera dihtegre si 140 et si pour tout élément,y € A
on a:
zy=0=>2=0 ouy=0.

Dans le cas contraire, c'est a dire dans le cas ou A n’est pas intégre, il existe des
éléments x et y dans A tout deux non nuls et tels que x.y=0.

Définition Soit A un anneau et x, y des éléments de A non nuls tels que x.y=0. x
ety sont degliviseurs de Q

2
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1.3. IDEAUX

Définition Un anneau sera dibmmutatif si la deuxiéme loi de 'anneau est com-
mutative.

Définition Soit (A,+,.) un anneau et soit A' un sous ensemble de A. Alestous
anneau de Asi et seulement si A muni des lois de A restreintes a A posseéde lui aussi
une structure d’anneau.

Proposition Voici quelques formules algébriques vraies dans un anneau A com-
mutatif: si x,yeA, n,meN:

_ Xm+n:anXn_

— (xm)yn=xmn,

— (xy)"=x"y".
n

— Formule du bindme de Newton(x+y)"=> ~ C},z'y™ ",
1=0

Ces formules sont valables avec la conventitmixpour tout x de A.

Démonstration On passera sous silence la démonstration des trois premiers points
qui se traitent sans probleme par récurrence.
Le dernier point se démontrer lui aussi par récurrence:
si n=1 la formule est triviale, supposons la donc vraie a I'ordre n-1 et démontrons la

n—1

a lordre n: (x+y) = (x+y).(x+y)*~! = (x+y).z ' x'y" 1" ce qui donne, en

=0
distribuant la parenthése sur chacun des termes de la somme;:
n—1 n—1
Z C:L_lxﬂrlynflfz + Z C;_lxzynfz'
1=0 =0

Le premiere partie de I'expression précédente peut encore s’écrire:

n

i—1 i, n—i
E C,_ax'y" "

i=1
Voila qui permet de I'additionner a la seconde partie et cela donne:

n

d(Cih+CL oty

1=0

mais comme ¢}, +Ci,_,=C/, la formule est démontrée.

1.3 Idéaux

Définition Soit (A,+,.) un anneau et | un sous ensemble de A. | estéal a
gauche(resp.a droite) de A si et seulement si:

— l est un sous groupe abélien de A pour la loi +.
— Pour tout élément a de A et x de |, a.x (resp x.a) est un élément de .

3
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1.3. IDEAUX

Définition Soit A un anneau et | un sous ensemble de A. | estiéal bilatére
de A si et seulement si | est a la fois un idéal a gauche et un idéal a droite de A. On
utilisera de maniére générale le mot idéal pour idéal bilatére.

Définition Soit A un anneau et l un unidéal ( bilatére) de A. | estdéal premier
de A si et seulement si | n'est pas égal a A tout entier et si | vérifie:

Veye A,z yel=z€l ouyel.

Définition Soit A un anneau et | un idéal de A. | estigigal principal de A si et
seulement si | est engendré par un unique élément a de A. Autrement dit;

I ={z.a;a € A}.
On notera dans ce cas (a), I'idéal engendré par I'élément a de A.

Définition Lidéal (0) engendré par I'élément 0 d’'un anneau A sera appielédl
nul de A.

Définition Un anneau est dfgrincipal si il est integre et que tout ses idéaux sont
principaux.

Définition Un idéal | dans un anneau A est ditict ou propre dans Asi il n'est
pas égal a 'anneau tout entier.

Définition Un idéal esmaximal si il strict et si il n’est contenu dans aucun idéal
autre que I'anneau tout entier.

Proposition Si un idéal d’'un anneau A contient I'élément unité de I'anneau alors
cet idéal est égal a I'anneau tout entier.

Démonstration Supposons que l'idéal | de I'anneau A contienne I'élément 1 de
A. Alors pour tout &A, a=a.l est, par définition d’'un idéal, élément de |. Dorcl At
I=A.

Définition Un idéal dans un anneau A sera filiiment engendrési 'ensemble
de ses générateurs est fini, c.a.d si il exist®et des éléments;a A pour i=1,...,n

n
tels quevz € I, 3z4,...,x, € AJz = in.ai.
i=1
Théoréme de Krull Soit | un idéal d’'un anneau A. Alors il existe un idéal maximal
de A contenant I.

Démonstration Considérons I'ensemblé des idéaux de A contenant | et non
égaux a AZ est non vide car il contient IZ est un ensemble partiellement ordonné
par I'inclusion.Z est inductif car tout partie P non vide @¢otalement ordonnée pour
l'inclusion posséde un majorant. Ce majorant est donné par la réunion des éléments de

4
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1.4. CORPS

P, a savoir que cette réunion est bien un idéal propr& dar la réunion est prise sur

une suite croissante d’idéaux propresZd©n peut appliquer le lemme de Zofhpos-

séde un élément maximal. Ce dernier est un idéal propre de A contenant | et contenu
dans aucun autres idéaux propres de A.

1.4 Corps

Définition Soit k un ensemble et soient + et . deux lois internes sur k. Le triplet
(k,+,.) possede une structure cl&rps si:

— (k,+,.) a une structure d’anneau commutatif unitaire.
— (k\{0},.) a une structure de groupe (abélien).

Exemple Q, R etC ont des structures de corps pour leur addition et multiplication
respectives. D'autres corps existent mais ils sont beaucoups moins accessibles. Nous
pensons, par exemple, au corps des quaternions d’Hamilton.

Remarque Par abus d’'écriture et quand aucune confusion n’est a craindre, nous
noterons k le corps (k,+,.).

Proposition Soit k un corps. Alors:
— 1+£0.
— k ne posséde pas de diviseurs de 0 ( k est donc intégre ).

Démonstration
— Autrement la définition d’un corps n’a plus de sens (‘6f2 point).
— Supposons qu'il existe x et y dans k tels que x.y=0. Supposons de plus que x
n'est pas nul. Alors x est inversible et xx.y=x"1.0=0 . Donc y=0 et x, y ne
sont pas des diviseurs de 0.

Proposition fondamentalelLes seuls idéaux d'un corps sont I'idéal nul et le corps
tout entier. Réciproquement si A est un anneau n’ayant comme seuls idéaux que I'idéal
nul et lui méme alors A est un corps.

Démonstration

— Supposons que k est un corps. Soit | un idéal non nul de A. Soit donc x un
élément non nul de I. x est, par définition d’un corps, inversible dans k. Sbit x
I'inverse de x dans k. x'.x est, par définition d’un idéal, élément de I. Mais
x~1.x est égal a I'élément unité de k. Donellet I=k.

— Supposons maintenant que les seuls idéaux de I'anneau A sont I'idéal nul et A
tout entier. Il nous suffit de montrer que tout les éléments non nuls de A sont
inversibles. Soit 0 un élément de A. Soit (x) I'idéal engendré par x. Comme
X n'est pas nul, cet idéal n’est pas nul non plus. Il est alors égal & A tout entier.
L'unité de A est donc élément de (x). Ceci signifie qu'il existe y dans A tel que
x.y=1. x est donc inversible d’inverse y, Cgfd.

5
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1.5. ANNEAUX NOETHERIENS

Définition  Soit k un corps. Soit A le sous anneau de k engendré par I'élément
unité de k. Les éléments de A sontde laforme 1 + ... + 1. Si A est de cardinal fini
N————
n fois
alors lacaractéristique de kest le cardinal de A. Sinon on dit que la caractéristique
de k est nulle. Remargons que si k est de caractéristique nlaleis+ ... + 1 = 0.
N————

n fois

1.5 Anneaux Noethériens

La notion d’anneau noethérien a un réle un peu analogue a celle de la notion de
compacité en topologie dans le sens oU on raméne une propriété ayant “un caractére
infini” & une propriété ayant un caractére fini. Cette remarque prend encore plus de
sens quand on s’intéresse a des anneaux munis d’une topologie ( Topologie de Zariski
). Mais nous ne nous étendrons pas et nous contenterons dans ce paragraphe de donner
quelques définitions.

Définition - Proposition Soit A un anneau. A est uanneau Noethériensi il
vérifie une des propriétés équivalentes suivantes:

— Tout idéal de A est finiment engendré.

— Toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire.

— Tout ensemble non vide d’'idéaux de A posséde un élément maximal pour I'in-
clusion.

Remarque Explicitons les différents termes intervenant dans cette définition:

Définition On entend pasuite croissante d’idéaux de Aune suite (h)nern
d’idéaux de A telle que pour toutaN |,,Cl,, .. Dire que cette suite est stationnaire
revient a dire gu'il existe mN tel que si i>m alors |,=l,,.

Définition SiI'on considére un ensemble X constitué de sous ensembles d’'un en-
semble donné (désolé pour la formulation!), on peut considérer la retétiennclus
dans” comme un ordre partiel sur X. Un élément ¥era ditmaximal pour la relation
d’inclusion si pour tout élément Y de X, Y est inclus dang.Y

Démontrons maintenant la propriété.

Démonstration

— Supposons que tout idéal de A est finiment engendré et montrons que toute suite
croissante d’idéaux de A est finiment engendré. Sqi.d;y une suite crois-
sante d'idéaux de A. Chacun de ses idéagupdsséde, par hypothése, un en-
semble fini de générateurs que I'on noke Gomme la suite (J),,c; v est crois-
sante, il en est de méme de la suitg)(d ;. Intéressons nous a l'idéal donné

6
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1.6. HOMOMORPHISMES D’ANNEAUX ET ANNEAUX QUOTIENTS

parl = U I,,. C'est bien unidéal de A ( Exercice! ). Et 'ensemble de ses gé-
nelN
nérateurs est donné par= U J,. Comme J est fini et que la suitg,lcrn

nelN
est croissante, ceci implique que la suitg){d ;v est stationnaire. Mais donc,

pour un certain aN, J,,=J, si m>n et |,,=l,, si m>n. La suite (},),crn €st
bien stationnaire.

— Supposons maintenant que toute suite croissante d’idéaux de,A{l est sta-
tionnaire. Soit4d un sous ensemble de I'ensemble de tous les idéaux de A. Mon-
trons queA posséde un élément maximal pour l'inclusion. Pour cela construi-
sons la suite d’idéaux de A suivante: Soit | un élémenidden pose ¢=I. Si |
est le seul idéal del alors on cesse notre construction et | est I'élément maxi-
mal de A recherché. Sinon il existe un idéal | de J dahglifférent de I. On
pose t=IUJ. Supposons ainsi construits les n premiers termes de la géte |
construisons le n+1™¢ terme. Si il n’existe pas d'idéal dansqui soit différent
de b,...,l, alors on pose,l;1=l,. Sinon on choisit un idéal K del qui n’est
pas égal a I'un deg]...,l,,.. La suite (},),c;n €st ainsi construite par récurrence
sur n. Cette suite est, par construction, croissante, et par hypothéese, stationnaire.
Il existe donc eNtel queVk € NI, Cl,. Cela signifie gu’au rang n, on ne
peut trouver d’idéal | dangl qui ne soit égal & un n premiers termes de la suite
(I.)nern - Cela signifie aussi que tout les idéauxdlsont sous ensembles de |
et que J, est élément maximal dd, Cqfd.

— Montrons enfin la derniére implication. Supposons donc que toute famille d’idéaux
de A possede un élément maximal et montrons que tout idéal est finiment engen-
dré. Soit | un idéal de A. Supposons que | ne soit pas finiment engendré. Alors
il existe &A tel que h=I+(a) est un idéal de A contenant | mais non contenu
dans I. | n’est pas non plus finiment engendré car si c’était le cas, il en serait de
méme de |. On construit de la méme facon un idg=all+(b) ou b est un élément
de A tel que § ne soit pas contenu dangs Par récurrence on construit une suite
(I.)nern d'idéaux de A tel que chaque idégl ést inclu strictement dans I'idéal
l,11. Mais la suite (}),c; v possede, par hypothése, un élément maximal et est
donc stationnaire. Ceci est en contradiction avec le fait qu’elle soit strictement
croissante. L'idéal | est donc finiment engendré.

Proposition Un anneau principal est noethérien.

Démonstration En effet, par définition, tout idéal d’'un anneau principal est prin-
cipal et donc engendré par un unique élément.

1.6 Homomorphismes d’anneaux et anneaux quotients

Définition Soient A et A' deux anneaux. On notera + et . leur addition et multipli-
cation respectives sans chercher a les distinguer. De méme, on notera indifféremment
1 I'élément unité de I'anneau A et celui de I'anneau A. On dira qu’une application
f: A — A’ estun (homo)morphisme d’anneausi:

—VayeA flx+y) = flz)+ f(y).

7
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1.6. HOMOMORPHISMES D’ANNEAUX ET ANNEAUX QUOTIENTS

— f(1)=1.

Remarque Les propriétés vraies pour les morphismes de groupes restent vraies
pour les morphismes d’anneaux. On retrouvera de plus les mémes objets qu’en théo-
rie des groupes. Par exemple, un morphisme d’anneaux bijectifs sera un isomorphisme
d’anneaux. Afin de ne pas alourdir cette lecon, nous épargnerons le lecteur d’une série
de définitions évidentes si I'on a pris connaissance du cours de théorie des groupes.

Proposition Si f est un homomorphisme entre les anneaux A et A’ alorsfkest
un idéal de 'anneau de A.

Démonstration Un homomorphisme d’anneaux étant un homomorphisme de groupe,
on sait déja que Kef est un sous groupe de A pour la loi +. Soit maintenant un élément
ade A et soit x un élément de K¢r On a: f(a.x) = f(a).f(x) = f(a).0 = 0. Ainsi
Ker f est un idéal a gauche. On démontrerait de méme que c’est un idéal a droite et
donc que c’est un idéal bilatere.

Proposition Limage d'un anneau par un homorphisme d’'anneau est un sous-
anneau de I'anneau d’arrivée du morphisme.

Démonstration Facile!!

Définition - Proposition Soit A un anneau et | un idéal de A. On consideére la
relation d’équivalence suivante: Si x$ alors x~y < x-yel. L'ensemble des classes
d’équivalences Al de cette relation d’équivalence peut étre muni d'une structure d’an-
neau par: si ety désignent les classes d'équivalences de x ety dard A/

T+y=c+y

et
Ty =T

L'ensemble des classes d’équivalences-Akra appelé anneau quotient et sera noté
Al

Démonstration Il faut évidemment commencer par vérifier que les lois additives
et multiplicatives ainsi posées sont bien définies et qu’elles engendrent une structure
d’anneau sur At. La loi additive sur A étant commutative et tout idéal de A étant un
sous groupe de A, on est assuré du fait que | est un sous groupe normal de A et donc que
(A/~,+) posséde une structure de groupe. Considérons maintenant la loi multiplicative.
[l faut vérifier que si x et x’ sont dans une méme classe d’équivalence et que y ety’ sont
dans une autre méme classe d'équivalence algrs= x’.y’. Pour ce faire étudions la
différence x.y-x.y’. On a I'égalité: x.y-x".y'=(x-x").y-X'(y-y’). Mais x-x’ est élément
de I donc, | étant un idéal bilatére, (x-x’).y est élément de I. De méme y’-y est élément
de | et X'.(y'-y) aussi. La différence de deux éléments de | est encore un élément de |.
x.X-y.y' est donc bien un élément de I, Cqfd. On vérifie ensuite sans peine que la loi
multiplicative compléte la loi additive de A/l en engendrant une structure d’anneau sur
cet anneau.

8
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1.6. HOMOMORPHISMES D’ANNEAUX ET ANNEAUX QUOTIENTS

Théoréme (Théoreme d’'isomorphisme pour les anneauxSoient A et A’ des an-
neaux, soitf un morphisme d’anneau de A dans A. A/Kgest un anneau isomorphe
al'anneauf(A). De plus, cet isomorphisme est donné par I'applicatiatéfinie par

foll(z) = f(x)

ouIT désigne la projectiohl:A—A/Ker f X — T.

Démonstration A et A’ étant des groupes additifs ¢tétant aussi un homomor-
phisme entre groupes additifs, le premier théoréme d'isomorphisme nous assure de
I'existence d’une applicatiori définissant un isomorphisme de groupe entre A/Ker
et f(A). Reste a voir que cet isomorphisme est un isomorphisme d’anneaux. Pour cela,
il faut vérifier quef(z.y) = f(Z).f(¥). Mais si I'on se souvient qué¢ est un mor-
phisme d’anneau ainsi que la définition flecela devient évident.

Notation Si P est une partie de 'anneau A, on notétd’ensemble des classes
d’équivalence des éléments de P.

Proposition fondamentaleOn a une bijection entre les idéaux de A/l et les idéaux
de A contenant | via I'application:

IT : {ideaux de A contenant I} — {ideaux de A/I}

J—TI(J) = J.

Démonstration Remarquons qu# est bien définie et qu'a un idéal de A conte-
nant I, elle associe bien un idéal de A/l.
Soit M un idéal de A/l. Montrons qul ~!(M) est un idéal de A contenant .
Tout d’abordlI—!(M) est un idéal de A: si x et ¢ II~1(M), I'élément x-y de A vérifie
II(x-y)=Z-7 qui est élément de M. Ceci nous permet d’affirmer quesxtly ' (M). De
plus comme) est élément de I'idéal M, 0 est élémentlde!(M). Ainsi II-1(M) a une
structure de groupe additif.
Soit maintenant un élément m tle (M) et un élément a de A. Montrons que a.m est
élément ddI—!(M). Il suffit pour cela de remarquer qi&a.m)I(a)II(m)=a.m qui
est élément de M car M est un idéal de A/I. Aidsi (M) a une structure d’idéal a
gauche. On montrerait de méme dilie’ (M) a une structure d’idéal a droite et donc
gue c'est un idéal bilatére.
Remarquons qulE~!(M) est un idéal de A contenant |. En effet, comme M est un idéal
de A/l, il contient I'élément nul de A/l, et dorid—!(M) contientII~*(0)=I.
Cette étude d& (M) pour un idéal M de A/l nous permet d'étre assuré du fait que
I'applicationII~! est bien définie de 'ensemble des idéaux de A/l dans I'ensemble des
idéaux de A qui contiennent I.
De plus si M est un idéal de ATI(IT~*(M))=M et si K est un idéal de A contenant I,
II~}(II(K))=K. L'applicationII est donc une bijection, Cqfd.

Proposition Soit A un anneau et | un idéal de A. La bijectibhqui a un idéal J
de A contenant | associe I'idédl de A/l respecte l'inclusion.;, J> sont des idéaux
de A contenant | ef ], .J} sont des idéaux de A/l):

J1 C Jy = H(Jl) C H(JQ)

9
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1.6. HOMOMORPHISMES D’ANNEAUX ET ANNEAUX QUOTIENTS

et
JC Jy =101 c T (J3).

Démonstration C’est évident!!
Voyons maintenant comment les propriétés de I'anneau passent a I'anneau quotient.

Proposition Soit A un anneau et | un idéal de A.
— Si A est commutatif, il en est de méme de All.
— Si A est unitaire, A/l est aussi unitaire.

Démonstration
— Supposons que A est commutatif et reprenons la définition de la multiplication
de A/l. Cela donne:
TY=TY=yYxr=1Yyx

— Supposons maintenant que A est unitaire. Considérons aussi I'élérden/I.
Montrons que cet élément est le neutre de la multiplication de 'anneau quotient.
Il faut vérifier ici que pour toutt de A/l, z.1 = 1.z = z. Mais a nouveau en
écrivant

zl=zl=1lz=1z=1z=7,

on obtient I'égalité voulue.

Proposition Si | est un idéal dans un anneau A, on a I'équivalence suivante: | est
un idéal premier= A/l est intégre.

Démonstration Supposons que | est premier alors | n'est pas égal a A tout entier
et donc A/l n'est pas réduit £0}. De plus siz ety sont des éléments de A/l tels que
.y = 0 alors cela implique que x.y est élément de | et, | étant premier, que x ou y est
élément de | ce qui se traduit encore par 0 ouy = 0, Cqfd.

Réciproquement si A/l est intégre alors A/l n’est pas réduit a I'élément nul de I'anneau
et | n'est pas égal a I'anneau tout entier. Si x et y sont éléments de A et que x.y est
élément de | alorg.y = 0 et comme A/l est intégre, sait = 0, soity = 0, ce qui
impligue que soit 1, soit ye | et | est bien un idéal premier.

Proposition Si A est un anneau noethérien et que | est un idéal de A alors A/l est
aussi un anneau noethérien.

Démonstration Supposons que A est un anneau noethérien. Sgit{}y une
suite croissante d'idéaux de A/l. Soit aussi la sulie {(1,,)),.crn oU II désigne la
bijection qui & un idéal de A contenant | associe un idéal de At.'(1,,)),ernv €st
encore une suite croissante d’idéaux de A. Cette suite est donc stationnaire. Mais il
en est alors de méme de la sull (I~ (1,,)))nern=(,)nern. Lanneau A/l est donc
noethérien.

10
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1.6. HOMOMORPHISMES D’ANNEAUX ET ANNEAUX QUOTIENTS

La propriété qui suit est bien agréable quand on fait de I'arithmétique.
Théoréme Soit A un anneau et | un idéal de A: | est maximalA/l est un corps.

Démonstration Rappellons nous tout d’abord qu’un anneau est un corps si et
seulement si ses seuls idéaux sont I'idéal nul et I'anneau tout entier.
Supposons que | est un idéal maximal de A. Les idéaux de A/l sont en bijection avec
les idéaux de A contenant I. Les seul idéaux de A contenant | sont A et | lui méme.
Donc les seuls idéaux de A/l sont A/l et I'idéal nul. A/l est donc un corps.
Réciproquement si A/l est un corps, ses seuls idéaux sont I'idéal nul et A/l tout entier.
Les idéaux de A contenant | ne peuvent donc étre que | et I'anneau tout entier. Ceci
prouve que | est maximal dans A/l.

Voici, pour terminer, une jolie application de la notion d’anneau quotient:

Proposition Soit A un anneau. Si | est un idéal maximal de A alors | est aussi un
idéal premier.

Démonstration Supposons que | soit un idéal maximal de A. Alors A/l est un
corps. Mais tout corps est intégre. Donc A/l est intégre. Cela est équivalent au fait que
| est premier dans A.

Corollaire Tout idéal dans un anneau est inclu dans un idéal premier ( et maximal
Démonstration Le théoréme de Krull permet d’affirmer que tout idéal | d'un an-

neau A est inclu dans un idéal maximal I'. Tout idéal maximal étant premier, la propo-
sition est démontrée.

11
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Chapitre

Anneaux factoriels, Anneaux
euclidiens

Par Emmanuel Vieillard Baron

2.1 Introduction

Les anneaux factoriels sont des anneaux dans lesquels les éléments s’écrivent comme
des produits d™“éléments de base”. Une bonne connaissance du comportement de ces
éléments de base permettra une bonne compréhension de I'anneau. Donnons tout de
suite un exempl€eZ est un anneau factoriel et ses “éléments de base” sont les nombres
premiers. Comme on le verra, la notion de factorialité est plutét lourde a exprimer et a
mettre en évidence. On préférera toujours, mais ce n'est malheureusement pas toujours
possible, travailler dans des anneaux euclidiens, qui sont des anneaux munis d’une di-
vision euclidienne, et qui sont factoriels.

On ne s'interessera ici qu'a des anneaux commutatifs.

2.2 Anneaux factoriels

Définition Soit A un anneau. Soient a et b des éléments de A. On dira divése
b (et on notera a|b) si il existe un élément c de A tel que b=a.c.

Proposition Soient A un anneau, a et b des éléments de A. Si a divise b alors
(b)c(a).
Démonstration Supposons gu'il existecA tel que b=a.c. Soit x un élément de (b).
Alors il existe y dans A tel que x=b.y. Donc x=y.c.a et dorgx). (Rappelons que les
anneaux considérés ici sont supposés commutatifs.)

Proposition Définissons la relatiof® sur I'anneau A par&b<alb.R est transi-

tive et réflexive.
Démonstration On vérifie facilement que si alb et b|c alors ajc. On vérifie aussi sans
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2.2. ANNEAUX FACTORIELS

trop de peine que ala!

Proposition Soit un anneau A, soient a et b des éléments de A efslzitrelation
définie précédemment alorskeb < (b)C(a).
Démonstration C’est juste la réécriture de la propriété précédente.

Définition On notera A 'ensemble des éléments inversibles d’'un anneau A.

Proposition Soit A un anneau intégre et unitaire, soient deux éléments a et b de
cet anneau. On a: (a)=(b} Ju € A* a=ub.

Démonstration Supposons que (a)=(b). Si a est nul, b aussi et la propriété est dé-
montrée. Supposons donc que a n’'est pas nul. Alors il ex&stetel que a=u.b et lEA
tel que b=u’.a. En particulier a=u.u’.a, ou encore: a(1-u.u’)=0. Comme a n’est pas nul
et que I'anneau est intégre, cela implique que 1-u.u’=0 ou encore que u.u'=1. u estdonc
élément de A.
Supposons maintenant qu’il existe un élément u deté que a=ub. Cette égalité
permet d’'affirmer que b divise a et donc qued@)). Comme u est inversible, on a:
b=u—"'.a ce qui signifie que a divise b et queigh), Cqfd.

Définition Dans le cas ou a et b sont éléments d’'un anneau unitaire A et qu’il
existe un élément u de*Ael que a=u.b, on dira que a et b sont des élémasgsciés
de l'anneau.

Définition Soit p un élément d’'un anneau A intégre. piegductible si il vérifie:
— p£A*.
— siil existe a et BA tels que p=a.b alorseA* ou beA*.

On noterdP I'ensemble des éléments irréductibles de A.

Proposition (p) est maximak- p est irréductible.

Démonstration Supposons que p ne soit pas irréductible. Alors on peut trouver
un diviseur a de p qui ne soit pas un élément inversible. Dorc(§))et (p) n'est pas
maximal.

Proposition Si A est un anneau principal alors: (p) est maxireap est irréduc-
tible.

Démonstration Il s’agit donc de démontrer la réciproque dans le cas ou les idéaux
de 'anneau sont tous de la forme (a) ave@aSupposons que (p) ne soit pas maximal.
On peut trouver un idéal 1=(a) de A tel que ¢fd¥(a). Mais a est alors un diviseur de
p. Ceciimplique que a est ou inversible ou associé a p. Si a est associé a p, (a)=(p). Sia
est inversible alors (a)=A. Dans les deux cas, (&) n’est pas un idéal de A contenant (p)
autre que A ou (p). Cela prouve la maximalité de (p).

Proposition Soit A un anneau intégre et soit p un élément de A. Supposons que
l'idéal (p) est un idéal premier de A. Alors p est un élément irréductible de A.

Démonstration Soient a et b dans A tels que p= a.b. Alors a.b est élément de (p).

13
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2.2. ANNEAUX FACTORIELS

L'idéal (p) étant premier cela impliqgue que a ou b est élément de (p). Supposons que
ac(p). Alors il existe &A tel que a=p.c. On peut écrire: p=p.c.b. Soit encore: p(1-
cb)=0. Comme A est intégre, on en déduit que cb=1 et donc gi¢& bCeci démontre
lirréductibilité de p.

Définition Deux éléments a et b d’'un anneau integre A sontmhésniers entre
euxsiils vérifient:Vc €A cla et c|b> ceA*.

Définition n éléments g...,3, d’'un anneau intégre sont dits premiers entre eux si
ils vérifient:Ve €A c| &,...,C| & = CEA™.

Définition Soit A un anneau. A est diictoriel si il vérifie chacune des 3 proprié-
tés suivantes:

— Py: Aestintegre.
— P,: Tout élément x non nul de A s’écrit x=u.p... . p, avec lEA* et p; irréduc-
tibles dans A pour i=1,...,n.

— P; La décomposition précédente, a permutation prés des éléments irréductibles
et a produit par un inversible prés, est unique.

Voila une définition équivalente a la précédente:

Proposition - définition A est factoriel si et seulement si:

— Pi: Aestintégre.
— P’5: Tout élément x de A s’écrit

T = H p”p(w).

pEP
— P’3: On a unicité de I'écriture précédente.

Les entiers y(x) sont appelésaluation p-adique de x.

Démonstration Il est évident que les propriétés Bt P, sont équivalentes. L'uni-
cité de ces deux écritures modulos les remarques faites dans les définitions sont elles
aussi équivalentes.

Proposition Si a et b sont des éléments d’'un méme anneau factoriel alors a|b est
équivalent a y(a)<v,(b)Vp e P.

Nous allons énoncer maintenant deux lemmes qui sont équivalent, d’'une certaine
facon, a l'unicité d'écriture de la décomposition des éléments de I'anneau. Ces deux
lemmes servent de pierres angulaires a I'arithmétique.

Théoréeme Soit A un anneau intégre et vérifiant la propriété ®n a équivalence
entre:
1. A vérifie P;.
2. Le lemme d’Euclide: Si p est irréductible et si p divise ab alors p divise a ou p
divise b.

14
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2.2. ANNEAUX FACTORIELS

3. pirréductible< (p) est premier.
4. Lelemme de GaussSi c est premier avec a et que c divise ab alors c divise b.

Démonstration Commencgons par rappeler que dans un anneau integre, il est tou-
jours vrai que si (p) est un idéal premier alors p est irréductible. Supposons alors que 2
est vrai et démontrons que p irréductible(p) est premier. Soit a et b des éléments de
A tels que ak(p). On sait donc que p|ab. Le lemme d’Euclide permet d’affirmer que p
divise a ou que p divise b. Donc que a ou b est élément de (p), Cqfd.

Montrons aussi que 3>2. Supposons pour cela que 3 est vrai. Soit p un élément
irréductible de A et soient a et tels que plab. ab est alors élément de (p). Cet idéal
étant premier, a ou b,nécessairement, est élément de (p). Donc pla ou p|b. Cela implique
le lemme d’Euclide.

On a donc démontré23.

Montrons maintenant que=32. Supposons dons que A vérifiesR'qui est équi-
valent & B). Soit x un élément irréductible de A et soient@fbtels que x|ab. Il suffit
de démontrer que,Na)>1 ou que v.(b)>1. Comme les propriétés &t P’ sont, par
hypothéese, vérifiées, on peut écrire;

ab=1u H p”p(a-b) =u H p’UP(a)_‘—UP(b).
peEP peEP

x divise ce produit, doncMab)>1. Mais pour tout g P, v,(ab)=v,(a)+v,(b). Donc

v, (a)+v,(b)>1. v, (a) et v, (b) étant des entiers positifs, cela implique que spiay>1,

soit v, (b)>1. C’est a dire, soit x divise a, soit x divise b. Ceci permet de vérifier le
lemme d’Euclide.

Montrons que 2-1. Sil'anneau A vérifie le lemme d’Euclide, et stA,montrons
gu’on a une unique décomposition de a en produit d’éléments irréductibles. Supposons

que
a=u [ p@ = T p@.
peEP peEP

Nous devons montré que (a)=v',(a) pour tout g P. Soit p= P tel que y,(a)>1. p
est donc un diviseur de a. Il divise par conséquent le produit

a—=1u H p'u;,(a)
peEP

Comme p est premier avec tout legpP qui sont différents de p, il est nécessaire que
V' ,(a)>1. En répétant ce raisonnement sur

a= H qvq(a) .pv,,(a)—i
q€P,q#p

a = H qv; (a) 'pv;(a)fi
q€P,q#p

et sur

15

www.Zes-# athematiques.net



2.3. PGCD, PPCM, THEOREME DE BEZOUT

pouri=1,...,y(a), on démontre que,(a)>V' ,(a). De méme on démontrerait que, (&)
> Vvp(a). On a alors établis que (a)=v',(a). Cela est vrai pour toutpP. L'unicité de
la décomposition en éléments irréductibles est donc assurée.

Intéressons nous a=42. Supposons que sur I'anneau A, le lemme de Gauss soit
vérifié. Soit p un élément irréductible de A. Soientejbtels que p|ab. Si p n'est pas
premier avec a alors, comme p est irréductible, p divise a, Cgfd ( comme p et a ne
sont pas premiers entre eux, il existe d un élément de A tel que d divise a et d di-
vise p. Mais comme p est irréductible, cet élément d est soit inversible soit égal a p.
Si il est inversible alors p et a sont premiers entre eux. cet élément d est donc égal a
p et p divise bien a). Sinon p est premier avec a et d’aprés le lemme de Gauss, p divise b.

Cette derniére implication permet de terminer la démonstration de I'équivalence
des quatres points du théoreme.

Proposition Si A est un anneau intégre et noethérien alors A vérifie P

Démonstration Considérons I'ensembl& des idéaux de A de la forme (a) ou a
est un élément de A qui n'a pas de décomposition de la forme u.p p. ou UEA*
etoup € P pour i=1,...,r. On suppose que est non vide. Comme A est noethérien,
F possede un élément maximal (x) pour I'inclusion. Pour tout (&), (a)C(x). Si x
était irréductible alors (x) ne serait pas élémentfdeDonc on peut écrire x sous la
forme x=ab avec agA et a,b non inversibles. Mais a et b ne peuvent, en méme temps,
posseder une décomposition en élément irréductible de la forme. u.jp. car sinon
il en serait de méme de leur produit et donc de x. (a) ou (b) est donc élémgnt de
Supposons que (a) est élémentf&eon peut écrire ()} (a). Ceci est en contradiction
avec la maximalité de (x). Par conséquénest vide et tout élément de A posséde une
décomposition en facteurs irréductibles.

Proposition Si A est un anneau principal alors A est factoriel.

Démonstration Si A est principal il est noéthérien et intégre. On peut alors lui
appliquer la propriété précédente et conclure.

2.3 Pgcd, Ppcm, Théoreme de Bezout

Définition - Proposition Soit A un anneau factoriel. Si on considére deux élé-
ments a et b de A, on peut trouver des éléments c et d de A tels que:
— (c) soit le plus grand idéal principal de A (au sens de l'inclusion) tel que(&))
et (c)c(b).
— (d) est le plus petit idéal principal de A (au sens de l'inclusion) tel que (@)
et (b)c(d).
c est leplus petit commun multiple (ppcm) de a et b.
d est leplus grand commun diviseur(pgcd) de a et b.
On notera de plus d=d.
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2.3. PGCD, PPCM, THEOREME DE BEZOUT

Démonstration Il suffit de considérer pour c:

c= H psup(vp(a),vp(b))
peEP

et pour d:
d— H pi7lf(vp(a)7vp(b)).
pEP

Proposition Soit A un anneau principal et soient a\{0}. Soit c=ppcm(a,b) et
d=anb. c et d vérifient les égalités:

Démonstration Soit x un élément de (c) alors c|x. Comme ajc et que bjc, a|x et bjx.
Mais x est alors élément de (a) et de (b) donc de@) De plus, (a)(b) est un idéal

de A contenu dans (a) et (b). Comme (c) est le plus grand idéal de A vérifiant cette
propriété, (a)(b) est contenu dans (c), d’ou I'inclusion réciproque.

Soit x un élément de (a)+(b). Alors il existe des éléments k et k' de A tels que x=ka+k'b.
Mais d divise a et b donc d divise une combinaison linéaire de leur somme et d di-
vise donc x. x est alors élément de (d). Donc (a)&(ol). De plus (af(a)+(b) et
(b)c(a)+(b). (a)+(b) est donc un idéal de A qui contient (a) et (b). Il est par défini-
tion de (d) contenu dans (d). Donc (d)=(a)+(b).

Théoreme de Bezouf est un anneau principal. Alors a et b sont des éléments de
A premiers entre eux si et seulement si il existe u et v dans A tels que au+bv=1.
Démonstration Supposons que a et b sont premiers entre edls=4. On en déduit
que (a)+(b)=A. En particulier, il existe u et v dans A tels que au+bv=1. Réciproquement
si il existe u et v tel que au+bv=1, alors si d est un élément de A qui divise a la fois a
et b, il existe a’ et b’ dans A tels que a=d.a’ et b=d.b’. Mis dans I'égalité précédente,
cela donne: d(a’.u+b’.v)=1. Cette égalité signifie que d est inversible et donc élément
de A*. a et b sont donc bien premiers entre eux.

Définition De la méme facon que I'on a défini le pged de deux éléments d'un
anneau principal A, on peut définir le pgcd de n éléments.@, de cet anneau: c’est
le générateur du plus petit idéal de A qui contient chacun des idégux (a

Définition On peut encore définir le ppcm de n éléments.a3, d’'un anneau
principal en affirmant que c’est le générateur du plus grand idéal de A qui est contenu
dans chacun des;fa

Proposition de Bezout généralisé8oit A un anneau principal. Soient,a.,a, des
éléments de A. On a équivalence entre.aa, sont premiers entre eux et pgcgd(a,a,)=1.

Démonstration La démonstration est absolument I'analogue de celle faite pour le
théoréme de Bezout précédent.
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2.4. ANNEAUX EUCLIDIENS

2.4 Anneaux Euclidiens

La difficulté pour définir une division sur un anneau est que I'anneau considéré
n'est pas forgément un ensemble ordonné ( Pensez par exemple aux anneaux polyno-
miaux). C’est pour cela qu’il nous faut recourir & une fonction qui nous permettra de
“plonger” les éléments de notre anneau dalregui lui est ordonné.

Définition Soit A un anneau. On dit que A est munude division Euclidienne
si il existe une application u:¥0—Ntelle que si a et b sont éléments dgQAalors il
existe g et r=A vérifiant a=bg+r et r=0 ou u(r)<u(b).

Remarquons que cette application u est dans le cas des anneaux polynémiaux I'ap-
plication qui a un polynéme associe son degré.

Définition Un anneau A edtuclidien si:
— Aestintégre.
— A possede une division Euclidienne.

Proposition Un anneau Euclidien est principal.

Démonstration Soit A un anneau Euclidien. A est par définition intégre. Soit | un
idéal de A et soit u I'application de A daf$permettant de définir une division eucli-
dienne sur A. Soit x un élément de | tel que u(x) soit minimal. Alors pour tout a dans
I, il existe g et r dans A tels que a=xg+r. De plus soit r est nul soit il vérifie u(r)<u(x).
Remarquons que x étant élément de |, il en est de méme de xq. De plus, comme a-xq
est aussi élément de |, r est élément de I. L'inégalité u(r)<u(b) est donc, par choix de x,
impossible. Nécessairement, r=0 et a=gx. Comme a est quelconque dans I, I=(x). A est
par conséquent principal.
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Chapitre

Anneaux polynomiaux

Par Emmanuel Vieillard Baron

3.1 Introduction

Les polynémes sont parmi les fonctions les plus accessibles en Mathématiques et
parmi aussi les plus riches et les plus intéressantes. L'étude des polyndmes est a cheval
entre I'analyse et I'algébre et leur utilité est autant importante dans ces deux parties
des mathématiques. Une facon d'illustrer cette idée est de rappeler que le théoréme
communément appetdéoreme fondamental de I'algebre qui est un théoreme sur
les polynémes a coefficients réels, ne posséde aucune démonstration qui ne recourt pas
a l'analyse. Les polynémes seront souvent utilisés en algébre sous forme d’équation.
De nombreux problemes algébriques se rameénent a la résolution d’'une équation po-
lynomiale. Nous pensons a des problémes d’'arithmétiques, par exemple, comme les
équations diophantiennes. Nous pensons aussi a la recherche des valeurs propres pour
les matrices. En analyse, ils serviront a approximer les fonctions. Citons par exemple
le théoréme de Weierstrass qui affirme que les polyndbmes définis sur un compact de
R forment une famille dense dans I'ensemble des fonctions continues définies elles
aussi sur ce compact pour la topologie de la convergence uniforme. Cette lecon n'étu-
diera que le cété algébrique des polyndmes. On étudiera ici les liens, en particulier,
entre les propriétés de I'anneau sur lequel les polyndmes sont définis et les propriétés
de I'anneau polynomial. Une legon du cours d’analyse s’occupera de leur autre visage.

3.2 Quisont-ils?

Définition Soit A un anneau. On appelt®lynémesur A ou a coefficient dans A
toute application P vérifiant:

- P:A—A.
— Il existe N et &),...,8, dans A tels qu& xeA, P(X)=a+a; X+...+a,X™.
Les éléments,ade P sont appeldss coefficientsde P.

a; X’ estle terme de degré ide P.
a; estle coefficient du terme de degré.i
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3.3. RACINES D’'UN POLYNOME

L'ensemble des polyndmes sur A est noté A[X].

Remarque Le polyndme nul est le polyndme ayant comme coefficient pour le
terme de degré i I'élément nul de A et ce pour tout i dalins

Remarquons que pour towtl , le polynéme P posséde un terme de degré n. Dans
le pire des cas, ce terme est nul.

Définition Un polyndme P de la forme P(X)=&st appeléin mondme de degré

k.
Définition Soit A un anneau. Soient P et Q des polyndmes sur A définis par :
n )
P(X)= Z a;z"
=0
et

QX)=> bX".
=0

On définit la somme de P et Q comme étant le polyndme noté P+Q et dont le terme
d’ordre i a pour coefficientab;
On définit aussi le produit des deux polyndmes P et Q par le polynéme que I'on note

1
PQ ou P.Q et dont le coefficient du terme de degré i @hkbi—k-
k=0
Proposition Soit A un anneau. L'ensemble A[X] des polyndmes définit sur A
muni de la multiplication et de I'addition précédemment définies posséde une structure
d’anneau.

Démonstration C’est facile & vérifier mais un peu long & écrire dans un traitement
de texte.

3.3 Racines d’'un polynéme

Définition Soit @ €A et soit REA[X]. « estune racinede P si et seulement si
P(«)=0.

Avant toute chose, nous allons énoncer et démontrer ce petit lemme qui semble
bien anodin:

Lemme Soit A un anneau et soit P un élément de A[X]. Soit aussiA. On peut
alors trouver des élémentg,b.,b, €A tels que P s’écrive:

P(X) =) bi(X —a).
=0
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Démonstration P s’écrit:
P(X) =) aX'.
i=0

Posons t=X#. Alors

n

PX)=) aX'=> a(X-a+a)=> a(X-a)+a).
=0 i=0

=0

La formule du binbme donne, pour tout i=0,...,n:
(X —a)+a) = Z CF(X —a)kai=F,
k=0

P(X) est donc de la forme:

ou les ¢ sont éléments de A. On peut encore, en réunissant dans cette expression de
P(X), les termes (Xx) de méme puissance, écrire P(X) sous la forme:

P(X)=> bi(X - a)
=0

ou les b sont éléments de A.

Proposition Soit A un anneau et P un élément de A[X].&icA est une racine
de P alors il existe un polyndme Q de A[X] tel gl X ) = (X — a)Q(X).

Démonstration On suppose que P s’écrit
P(X) =) aX'.
=0

On utilise le lemme fraichement démontré: On peut trouver des coefficiedemb A
tel que P s’écrive:

P(X) = f:bi(x —a)'.
=0
Commea est une racine de P, #)=0 et donc le coefficientgest nul. P s’écrit donc:
PX)=0(X —a)+ b (X —a)>+ ...+ by (X —a)™.
On peut mettre, dans cette expressionp(en facteur. Cela donne:
P(X)=(X —a)(by +by(X — ) + ... + b (X —a)" ).

Le polyndme Q(X) est alors tout trouvé et la proposition est démontrée.
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Définition Soit o une racine d’'un polynéme P définit sur un anneau A. Le plus
grand entier n tel quEX — «)™ divise P est appelé laultiplicité dea dans P. Sin=1,
on dit quea est uneracine simplede P.

Proposition Soit A un anneau et P un élément de A[X]. On suppose que P s’écrit
n
P(X)= Z a;z’
1=0
ou les a €A et ou les ane sont pas tous nuls. Alors P a au plus n racines dans A.

Démonstration Montrons la propriété par récurrence. Si n=1, P ressemble a un
polynéme du type aX+b. Il est clair que P a au plus une racine dans A. Supposons le
résultat vrai a I'ordre n-1.Supposons aussi que P a plus de n racines dans A. Soient
alorsay,...qu,+1 N+1 racines distinctes de P. Appliquons la proposition précédente a
a = «a1. Il existe un polyndme Q1 de A[X] tel que P s’écrive P(X)=4)Q1(X).
Notons que Q1(X) a une écriture de la forine+ b, X + ... + b, X" ! ol les b sont
éléments de A. Mais () est nul pour tout i=2,...,n+1. Q a donc plus de n-1 racines.
On peut appliquer notre hypothése de récurrence et donc affirmer que I'on a aboutit &
une contradiction. P ne peut avoir plus de n racines.

Proposition Soit A un anneau possédam nombre infini d’éléments et P un
polyndme sur A. Alors P est égal au polyn6me nul si et seulement si tous ses coeffi-
cients sont nuls.

Démonstration Si tous les coefficients de P sont nuls alors P est égal au poly-
ndme nul. Réciproquement si P est identiquement nul, alors P a plus de n racines et ce
guelgue soit n dan¥ ( car A posséde un nombre infini d’éléments). La seule possibi-
lité pour P est, d'aprés la proposition précédente, d’avoir tous ses coefficients nuls.

Corollaire Soient P et Q des polyndmes définis sur un anneau A possédant une
infinité d’éléments. On suppose que

P(X) =) aX'
1=0
et que

QX)=> bX".
=0

Si P et Q sont égaux en tout point de A alors P et Q ont la méme écriture polynomiale:
n=m etV i=0,...,n a=b;.

Démonstration Il suffit d’appliquer le résultat précédent a P-Q: ce polynéme est
nul donc ces coefficients sont nuls. Ceci implique I'égalité entre les coefficients de P et
ceux de Q.

On vient de démontrer un résultat plus important qu'il n'y parait. En effet, on vient
de prouver qu'une fonction polynomiale n’a qu’une écriture possible sous la forme

n
E ain.
i=0
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En particulier, le plus grand entier n tel que #0 est uniguement déterminé. Cet entier
n s’appelle le degré du polynéme.

Définition Soit P un polyn6me non nul de la forme
P(X)=> a;X".
=0

Le plus grand entier n tel qug, 840 est appelée degré du polynbme P On notera:
deg(P) ou deg P le degré de P. Si P est le polyndme nul, on convient que deg(P)=-

Définition Soit P un polyndme de degré n. Le coefficient du monéme de degré n
est appelé&oefficient dominantde P.

Définition Si le coefficient dominant d’un polyndme est 1 alors on dit que le po-
lyndme esunitaire. (1 désigne I'unité de I'anneau sur lequel le polyndme est défini).

La notion de degré d’'un polynéme va permettre de travailler sur les anneaux poly-
nomiaux et d’en fixer les propriétés.

Remarque On suppose pour tout ce qui suit que les anneaux utilisés ont une infi-
nité d'éléments.

3.4 Quelques propriétés des anneaux polynomiaux

Convention: Afin de rendre valide la propriété suivante, on supposera les régles
d’additions suivantes:

—00 + —00 = —00, — 00+ N = —0Q.

Proposition Soit A un anneaintégre et P,Q deux polynémes sur A. Alors:

deg(P.Q) = deg(P) + deg(Q).

Démonstration On suppose tout d’abord que les deux polynémes, P et Q sont non
nuls. On peut écrire

P(X) = i a; X"
=0

et

m

QX)=> bX".
=0

ol n=deg(P) et ot m=deg(Q). P.Q s’écrit alors:
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n+m ¢
PRX) =3 arbiiX'.

=0 k=0
Remarquons que le mon6me de degré n.m a pour coeffigjdmt, aLes deux facteurs
de ce produit ne sont pas nuls ( autrement P et Q ne seraient pas du degré supposé),
'anneau étant intégre, le produit n’est donc pas nul et donc le degré de P.Q est bien
n+m. Si P ou (et) Q est (sont) nul(s), la convention précédente nous permet de vérifier
la encore la formule sur le degré.

Voici une application directe de cette formule.
Proposition Soit A un anneau integre. Alors A[X] est aussi un anneau integre.

Démonstration Soient P et Q des éléments de A[X]. On suppose que P.Q=0. La
formule précédente qui est vraie dés que I'anneau est intégre nous permet d'écrire:
deg(P)+deg(Q)=c. Ceci n'est possible que si deg(P) ou deg(@~et donc que si P
ou Q est nul. A[X] est bien intégre.

Voici une autre application de cette formule

Proposition Si A est un anneau intégre et que P est un élément inversible de A[X]
alors P est en fait élément de' A

Démonstration P est inversible dans A[X]. On peut donc trouver&x] tel que
P.Q=1. On peut alors écrire: 0=deg(P.Q)=deg(P)+deg(Q). Ceci implique que deg(P) =
deg(Q) = 0. P et Q sont donc éléments de A. Comme P.Q=1, ils sont aussi éléments de
A*

Gréace ala notion de degré d’'un polyndme, nous allons pouvoir définir une division
Euclidienne sur les anneaux polynomiaux. Rappelons que I'existence de cette division
était conditionnée par I'existence d’une application de AfX]} —N. Cette applica-
tion sera bien évidemment I'application qui & un polynéme de A[X} associe son
degré. Cette division ne sera par contre définie que pour les polynémes de coefficient
dominant inversible.

Proposition Soit A un anneau intégre et soit P un élément non nul de A[X]. On
suppose de plus que P est de coefficient dominant inversible. Soit L un autre élément
de A[X]. Il existe Q et R dans A[X] tels que:

— L=P.Q+R.

— deg R <deg P ou R=0.

Démonstration Comme le coefficient dominant de P est inversible, on peut sup-
poser ( quitte & multiplier P par l'inverse de son coefficient dominant) que P est uni-
taire.Notons:

P=ay+aiz+..+ap_12" 2"

Etudions I'image de L dans I'anneau quotient A[X]/(P). ( Rappelons que (P) désigne
l'idéal engendré par P). Si la classe d’équivalence de L dans ce quotient a pour repré-
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sentant un polynéme de degré plus petit que deg P ou a pour représentant le polynéme
nul, c’est gagné car ( si on note M le représentant recherché), il existe Q dans A[X]
tel que L-M=Q.P et on a obtenu le résultat escompté. Si L est un polyné6me de degré
plus petit que deg P ou est le polynéme nul, alors le représentant est tout trouveé: c’est
L. Sinon, la classe d’équivalence de P dans A[X]/(P) admet le polynéme nul comme
représentant. L'égalité suivante est donc vraie dans le quotient:

2" =ag+ a1z + ...+ an_12" L
Cette égalité nous permet d’écrire le mondnieansi que tous les monémes de la
forme ¥**%, i>0 en fonction des mondémes 1,x,.. ;¥ . Dans A[X]/(P), le polynéme L
est donc égal & un polyndme ne s’écrivant gu’avec des mondmes de degré strictement
plus petit que deg P. On a ainsi trouvé un représentant de la classe de L dans A[X]/(P)
comme voulu. Cela démontre notre proposition.

Corollaire Sik est un corps, k[X] muni de la division définie via la fonction degré
est un anneau Euclidien.

Démonstration Les éléments de k[X] ont leur coefficient dominant ( et les autres...)
qui sont éléments de k et qui sont donc inversibles. On peut alors leur appliquer la pro-
position précédente.

3.5 Propriétés de A passants sur A[X]
Proposition Si A est un anneau noethérien alors A[X] est aussi noethérien.

Démonstration Supposons que A est noethérien. Considérons, pour n donné dans
N, et | unidéal de A[X], 'ensemble.(l) qui est la réunion de I'ensemble des coeffi-
cients dominants des polyndmes de degré n de | et du sous ensemble de A constitué de
I'élément nul. On montre sans probleme quélfest un idéal de A. De plus:

— Pour tout n dan8®, silcJ alors ¢ (I)cd, (J).

— Pour tout n dan8!, d,(l)Cd,,;1(J).

— SilcJ, on a équivalence entre I=Jwt eNd, (1)=d,,(J).

La premiére propriété est évidente. Pour la seconde, il suffit de remarquer que si
a, est le coefficient dominant du polyndme P de degré n de |, alors X.P est encore un
polynéme de | de coefficient dominant enais de degré n+1. La troisieme propriété est
un peu plus difficile a établir. Le sens direct ne pose pas de probleme. Supposons que
IcJ et quevn eNd,(l)=d,,(J). Supposons aussi qu'il existe des polynédmes de J qui ne
soient pas éléments de |. Soi£B un polynéme de degré minimal vérifiant cette pro-
priété. Soit n le degré de P et aon coefficient dominant. Par hypothésg est aussi
élément de g(I). Soit alors Q un élément de | de degré n ayantamme coefficient
dominant. CommedJ, et que J est un idéal, P-Q est élément de J. Mais P-Q n’est pas
élément de | car sinon il en serait de méme de P. Cependant P-Q est un polynéme de
degré plus petit que celui de P et qui vérifie la propriété de ne pas appartenir a I. Notre
hypothése de départ est donc fausse. Par conséquent 1=J.
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que A[X] est noethérien.
Soit (I,)nen UNe suite croissante d’idéaux de A. L'ensemble des idéaux de la forme
d,.(Ix) pour n,lkeN possede, comme A est noethérien un élément maximal que I'on
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note d,(I;). D'autre part pour tout Km la suite g(l,,) est croissante relativement a

n. Donc pour tout Km, on peut trouver p eNtel que d.(l,,) soit élément maximal

de cette suite. Choisissons pour j I'élément maximal de la famille constituée de | et de
Ny,...,Ny,.

On va montrer qu&i > j I;=I;.

Remarquons que, comme on al'inclusigrdl;, il suffit de démontrer que.dl ;)=d,(l,)

pour tout reN .Mais:

si p<m,alors ¢(1;)=d, (1., )=d,(l ;).

si p<m, d,(I;)=d,(l;). L'égalité est ainsi établie, Cqfd.

Proposition Soit A un anneau. A[X] est principal si et seulement si A est un corps.

Démonstration Si A est un corps, alors tout polyndéme de A[X] a son coefficient
dominant inversible. La division Euclidienne est donc définie sur A[X]. De plus si A
est un corps, alors A est integre et A[X] aussi. A[X] est donc Euclidien. Mais tout an-
neau Euclidien est principal.

Supposons maintenant que A[X] est principal. A est nécessairement intégre. La no-
tion de degré d'un polyndme de A[X] est donc correctement définie. Si le polyndme
P(X)=X n’était pas irréductible, il aurait une décomposition de la forme M.N ou M et

N sont des éléments de A[X]. Mais deg(M).deg(N)=1. Ce qui n'est possible que si, par
exemple, M est de degré nul dans A[X] et N de degré 1. M s’écrit donc N(X)=&80 a

et N(X)=b.X. Mais M.N=X implique que a.b=1. M est donc un élément invesible de A.

P est alors nécessairement irréductible. Rappelons qu’un anneau principal est factoriel.
On a donc équivalence entre X est irréductible et (X) (= I'idéal engendré par X dans
A[X]) est un idéal premier dans A[X]. Ceci, associer a la principalité de A[X] permet
d’affirmer que (X) est un idéal maximal dans A[X]. Par conséquent A[X]/(X) est un
corps. Mais A[X]/(X)~A, donc A est un corps.

3.6 Petite étude des éléments irréductibles dans A[X]

Définition Soit A un anneau factoriel. Soit P un polynéme de A[X]. On suppose
que P s’écrit
P=ay+a1z+..+ap_12" ' + a,z™.

Le contenude P est I'élément de A que I'on note c(P) et qui est égal au pgcd(@a,).
Définition Un polyndme est diprimitif si son contenu vaut 1.

Lemme Soit A un anneau factoriel. Soient P et Q des éléments de A[X]. L'égalité
suivante est vraie dans ATA

e(P.Q) = e(P).c(Q).

Démonstration Démontrons déja cette égalité dans le cas ou P et Q sont primitifs.
Il suffit en fait de démontrer que le contenu de P.Q vaut 1. C'est a dire que si le pgcd
des coefficients de P et Q est 1 modulo un élément’deldrs il en est de méme pour
celui des coefficients de P.Q. Sidésignent les coefficients de P gf beux de q, les
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coefficients de P.Q sont de IaformE ay.bj_r pouriallantde 0 adeg P + deg Q. Soit

k=0
d un diviseur de c(PQ). Comme A est factoriel, on peut supposer que d est irréductible.
d divise donc les quantitéE ay.b;_ pour tout i allant de 0 & deg P+deg Q. Comme

c(P)=1 et c(Q)=1, on peulz troouve[ ket ko tels que d|gvk<k; et d|l,Vk<ks mais d ne
divise ni g, ni b,. Comme d|c(PQ), d divise en particulier le coefficient du terme de
degré k+ks

aobk1+k2 + ...+ akl+k2b0

de PQ. Remarquons que dlg 1, —:Vi=0,...,k +ko sauf sii=k (car d’aprés le lemme
d’Euclide, si un irréductible divise un produit, il divise nécessairement un des facteurs
du produit). d ne peut diviser le coefficient d'ordretks de PQ. Ce qui est en contra-
diction avec notre hypothése de départ. Donc c(PQ)=1.

Si c(P)}£1 ou c(Q)l, alors P s’écrit P=c(P).P’ ou P’ est un élément de A[X] vé-
rifiant c(P)=1 et Q s’écrit Q=c(Q).Q’ ou Q’ vérifie c(Q)=1. Clairement, c(PQ) =
c((c(P).c(Q).P’.Q") = ¢(P).c(Q)c(P.Q’) = c(P).c(Q).

Proposition A est un anneau factoriel. K est le corps des fractions de A. Les
polynémes irréductibles dans A[X] sont:
— Les polyndmes de degré 0 ( qui sont des éléments de A ) qui sont irréductibles
dans A.

— Les polynémes de degiél primitifs et irréductibles dans K[X] ou K désigne le
corps des fractions de A..

Démonstration Commencgons par montrer que ces éléments sont bels et bien des
irréductibles. Soit a un élément irréductible de A. Supposons gu'il existe AX)
tels que a=P.Q. Comme A est factoriel, il est intégre. La notion de degré d’'un poly-
néme de k[X] est donc bien définie. Mais deg(P.Q)=deg(P)+deg(Q). Ceci implique que
deg(P)=deg(Q)=0. P et Q sont donc des éléments de A. Comme a est irréductible dans
A, soit P est inversible dans A et donc dans A[X], soit Q est inversible dans A (et donc
aussi dans A[X]). a est bien irréductible dans A[X].
Supposons que R est un polyndme de degtéde A[X] primitif et irréductible dans
K[X]. Supposons qu'il existe P,@A[X] tels que R=P.Q. Cette égalité est encore vraie
dans K[X]. Donc P ou Q est un élément inversible de k[X]. On en déduit que P ou
Q est élément de K. Supposons que Q est élément de K. Q est donc aussi élément de
A. Re-nommons alors Q par g. Comme A est factoriel, I'égalité R=q.P nous permet
d’affirmer que g divise c(R). Mais c(R)=1. q est donc un élément HetR est bien
irréductible dans A[X].
Montrons maintenant que ce sont les seuls irréductibles. Soit R un élément irréductible
de A[X]. Si deg(R)=0 alors R est clairement un irréductible de A. Sinon, deg(R)>0. Il
est nécessaire que c(R)=1. Reste a voir que R est aussi irréductible dans K[X]. Suppo-
sons qu'il existe P et Q dans K[X] tels que R=P.Q. P et Q peuvent se re-écrire sous la
forme: P:-%P’ Q:Z—jQ’ ou P’ et Q' sont des éléments de A[X] et ogla, i=1,2 sont
des éléments de A. On peut de plus supposer que les contenus respectifs de P’ et Q’
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sont égaux a 1. En effet, si par exemple P s’écrit:

r=Y ;—X
=0

en prenant pour d le ppcm deg, d.,d,, P peut étre mis sous la forme

n ¢
P:Zin.

1=0

Prenant maintenant pour c le pgcd des.c,c’,, P s'écrit

&|~\

l

n l
et siI'on prend pour P'P’ = Z - X, on a bien ¢(P’)=1. R s’écrit alors: R#".Q'

ol a=3.a& et ou b=Rk.b, e ou c(P)=c(Q )=1. Cela conduit a I'égalité b.R=a.P’.Q".
Cette derniére égalité entraine I'égalité b=b.c(R)=a.c(P’).c(Q")=a. Donc R=P’.Q’. Comme
R est irréductible, on peut supposer, par exemple, que P’est élémerit BeeAt alors

un élément de Ket R est bien irréductible dans K[X].

Théoréme de GaussSi A est un anneau factoriel alors A[X] est factoriel.

Démonstration Rappelons que si A est intégre il en est de méme de A[X]. Rappe-
lons aussi que les inversibles de A[X] sont les éléments deAX] *=A*. Ajoutons
encore que si K est un corps, K[X] est principal et que si K[X] est principal, K[X] est
factoriel. K désignera ici le corps des fractions de A.

Prouvons pour commencer I'existence d’'une décomposition en facteurs irréductibles
pour tout élément de A[X]. Soit PA[X] que I'on suppose primitif. Comme K[X]

est factoriel, on peut trouver des polyndmes P1,...Pr irréductibles dans K[X] tels que
P=PT:. .... Pf. Les polynbmes peuvent étre mis sous la forme@PP—ﬂ comme on

I'a fait dans la démonstration de la propriété précédente, avec P i primitif dans A[X].

On obtient alors I'égalité:
, ,
(H bl)P = H aiP/Z'ai.
=1 =1

En passant au contenu, on voit que cette égalité n'est possible que si le prodyit des b
est égal a celui des anodulo un élément deA P vérifie alors

P=a. ﬁ P
i=1

ou a est élément de*ASi P n’est pas primitif, on peut I'écrire comme produit d’'un élé-
ment de A et d’'un élément primitif de A[X]. Cette décomposition de P permet d’écrire
ensuite celle désirée en facteurs irréductibles.

Montrons enfin I'unicité de la décomposition des éléments de P en facteurs irréduc-
tibles. Rappelons que cette unicité est équivalente au fait que si P est irréductible dans
A[X] < (P) est un idéal premier de A[X]. Supposons donc que P est irréductible et
montrons ue (P) est un idéal premier de A[X].
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Si deg(P)=0 alors P est un irréductible de A et A étant factoriel, (P) est bien premier
dans A[X].

Si deg(P)>0, remarquons que K[X] étant factoriel et P étant aussi irréductible dans
K[X], (P) est premier dans K[X]. ( Il faut préciser au passage que l'idéal (P) dans K[X]
est égal a P.K[X] tandis que I'idéal (P) dans A[X] est égal a P.A[X] ). Cela est équi-
valent a l'intégrité de K[X]/(P). Considérons I'application i:A[X]/(P)K[X]/(P) qui

a la classe d’équivalence dans A[X]/(P) d’'un polynédme R de A[X] associe sa classe
d’équivalence dans K[X]/(P). i est clairement un morphisme d’anneau. Si de plus i est
injective, I'intégrité de K[X]/(P) passe sur A[X]/(P). Et cela démontrerait la primalité
de (P) dans A[X]. Montrons donc que i est injective. Pour montrer qu’un morphisme
est injectif, il suffit de démontrer que son noyau est réduit a 0. Soit Q un polynéme
de A[X]. Soit Q sa classe d'équivalence dans A[X]/(P). Supposons dqk={l. Cela
revient a supposer que Q est élément de I'idéal engendré par P.K[X]. Montrons que Q
est alors aussi élément de P.A[X]. Cela établira en effet 'égélit6. Comme Q est
élément de P.K[X], il existe R dans K[X] tel que Q=P.R. Q peut s’écrire d.Q’ ou Q’
est primitif et ou &A. On peut écrire, comme déja fait dans la démonstration précé-
dente R sous la formg.R’ ot R’ est un élement primitif de A[X] et ol agA. On

peut de plus supposer que a et b sont premiers entre eux. On obtient I'égalité suivante:
b.d.Q'=a.R.Q. En passant au contenu, on voit que b divise a. Donc b=a dahs A/A
Autrement dit Q=uP.R’ ou @A et ou Q'€A[X], Cqfd.
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Chapitre

Quelques Themes sur les
anneaux commutatifs

Par Sigfried Rouzes

4.1 Introduction

Voici une succession de quelques thémes sur les anneaux commutatifs unitaires.

4.2 Idéaux premiers

Proposition Soit A un anneau commutatif et unitaire; soienin idéal de A, n un
entier non nul eby,...,b,, des idéaux premiers de A. Alors on a:

aC U b, = 3k € {1,...n}/a C by.

1<i<n

Démonstration Montrons cette propriété par récurrence sur n:
Pour n=1, c’est clair. Supposons la propriété vraie jusqu’'a I'ordrexrijnsoienta un
idéal de A et,...,b,,,b,,+1 des idéaux premiers avecC U b;.

1<i<n+1
— ler cas: il existes#j dans{1,...,n + 1} tels queb; C b;. Cela implique qu'il
existe une sous partigh, }1<i<n C {bi}1<i<ny1 avec U b, = U b;,
1<i<n 1<i<n+1

et donc la propriété est prouvée car on peut appliquer I'hypothése de récurrence.
— 2éme cas: pour toutj dans{1,...,n + 1} on ab; ¢ b;. Alors pour tout i dans
{1,....,n + 1}, il existe x vérifiant:
— X; € b;.
— X; ¢ b; pour tout j# dans{1,....,n + 1}.
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4.3. PARTIES MULTIPLICATIVES ET IDEAUX PREMIERS

Notons x= H x;. Il est alors clair que pour tout k tel queck<n, x€ b et
i€{l,...,n}
que ¢ b, 1 (carb, .1 est premier).
Supposons que l'on ait ¢ U b; eta ¢ b, alors il existe:
1<i<n
—acatelqued | b; (etdonc & by1).
1<i<n
— a'c atel que a¥ b, 11 (etdonc a& U b;).
1<i<n
Considérons alors a"=a+xa’. Clairementgcaa , donc & U b;. Soit r
1<i<n+1

dans{l,....n + 1} tel que a% b,.. Sir=n+l, i.e. a& b,,1, alors (a"-af b, 1
car & b,11 , et donc xa& b,11 , ce qui est impossible cagxb,, 11, @& bp11
et b,11 est premier. Donc on a<r<n; mais alors (a"-xa¥% b, car xc b, , et
donc & b, , ce qui est absurde. Ainsi, I'hypothése’ U b; eta ¢ b,y est

1<i<n
fausse ; donc, ou bienc b,, 11, ce qui montre la propriété, ou bienc U b;
1<i<n
, Ce qui montre aussi la propriété car on peut alors appliquer I'hypothese de

récurrence.

Corollaire  Soit A un anneau commutatif et unitaire; soiertzhun entier et
b1,...,b, des idéaux premiers de A tels que pour tetjtdans{1,...,n} on aitb; ¢ bj.
Alors U b; n'est pas un idéal de A.

1<i<n
Démonstration Supposons queU b; soit unidéal. Alors, commeU b; C U b;,
1<i<n 1<i<n 1<i<n

la proposition qui précéde permet de dire qu'il existe{d,...,n} tel que U b C
1<i<n

bi. Soit alors ke {1,...,n}, tel que k*.k (Cela existe carr2). Alors U b; C by =

1<i<n
by C by, ce qui est contraire aux hypotheses. AinEiJ b; n'est pas un idéal.
1<i<n

4.3 Parties multiplicatives et idéaux premiers

Définition Soit A un anneau commutatif et unitaire ; on dit qu’une partie S de A est
multiplicative (oumultiplicativement fermée) si, et seulement si S et (X,yESxS=
XyeS.

Exemple soit P un idéal de A. Alors par définition, P est idéal premier si, et seule-
ment si, AP est une partie multiplicative de A.

Proposition Soit A un anneau commutatif et unitaire; soienin idéal de A et S
une partie multiplicative de A. On suppose queS=). Alors il existeb idéal premier

31

www.Zes-# athematiques.net



4.4. RACINE D'UN IDEAL

de A tel quea C b etbNS=).

Démonstration Soit W I'ensemble des idéaux I de A qui vérifientcl et INS=).

— W est non vide car il contienit.

— Montrons que I'ordre induit sur W par l'inclusion fait de W un ensemble induc-
tif:
Soit B une partie d&(W). B est un ensemble constitué de sous ensembles de
W. On suppose que B est totalement ordonné pour l'inclusion sSeit U I

feB
clairementyn est, par construction, la borne supérieure de B ; reste a montrer que

m est dans W. Soif €B, alorsf €W, donca C f, etdonca C m. Supposons
maintenant quennS#£0 ; alors il existe s dans S tel quee U f , donc il

fEB
existef eBtelque & f, et doncfNS#£( , ce qui est absurde. AinsiNS=). m
est donc dans W, et I'ordre induit sur W par I'inclusion est bien inductif.
Comme W est non vide et que 'ordre induit sur W par l'inclusion est inductif, le
lemme de Zorn nous permet d’affirmer qu'il existe dans W un élémeratximal
pour cet ordre.
Montrons qué est premier et la démonstration sera achevée.
Tout d’abord est strict car AS# () (1eANS) et donc AZW.
Supposons qué ne soit pas premier. Alors, comnbeest strict, cela implique
qu'il existe x et X’ dans Ab tels que xx& b. Le fait que x et x’ soient hors de
b implique qued C b+ zA et queb C b + 2’ A. Attention ces deux inclusions
sont strictes. Commizest maximal dans W, on en déduit que A etb+ 2’ A
sont hors de W. Comme d’autre part il est clair du¢ C b + zA et que(z) C
b+ 2’ A, le fait queb + x A eth + 2’ A soient hors de W implique que+ zA et
b+ 2’ A coupent S. Ainsi, il existe s et s’dans S, b et b’ dans b, et a et a’ dans
A tels que: s=b+xa et s'=b’+a’x’ . En faisant le produit membre a membre, on
obtient: ss’=bb’+x’a’b’+aa’xx’. Dans cette égalité, chacun des termes de droite
est clairement daris donc le terme de droite est dan®t le terme de gauche est
dans S (car S est une partie multiplicative) ; aimsg~ () , ce qui est absurde.
Ainsi I'hypothése b est non premier, est fausse.

4.4 Racine d’'un idéal
Définition  Soit A un anneau commutatif et unitaire ; saitun idéal de A. On
appelleracine dea, I'ensemble ( not&/a) défini par:
Va={z € A/In e N*/z" € a}.
En particulier,\/(0) s’appelle lenilradical de A, et ses éléments s’appellent &6-
ments nilpotents de 'anneauA.

(N.B. il s’agit bien de la définition classique d’'un élément nilpotent).

Proposition Soit A un anneau commutatif et unitaire; soierdtb deux idéaux de
A
1. /a estunidéalde A, et C \/a.
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4.4. RACINE D'UN IDEAL

. v/va = v/a. (i.e. une racine est udéal radiciel).

. Vab=+vanb.

.Vanb=anb.

. Va=A=a=A

. bestun idéal premiers Yn >1, vb" = b. (En particulier tout idéal premier est
radiciel).

Va+b=/\a+Vb.

Démonstration On utilise, sans les (re)démontrer les formules établies pour tout
a, b de A (qui est commutatif) et m, n d&
— Xmtnzymyn,
_ (Xm)nzxmn.
— (xy)"=x"y".
n
= (k=) Craty"
=0
Ces formules sont valables avec la conventitmixpour tout x de A.

OO WDN

~

1. Il estimmédiat que: C \/a. Montrons que/a est un idéal de A ; soient donc X,
y dans,/a, et t dans A. Soient n et m dahk" tels que X € a ety™ € a; alors

n+m n n+m
($ + y)n — Z Crzlxzyn—&-m—z — Z C:lxzyn—&-m—z + Z C;,szyn—&-m—z —
1=0 =0 i=n+1
n n+m
ym Z C:szyn—z + " Z C;‘,L,z—nyn-&-m—z
=0 i=n+1

Par suite, (x+y)™™ € a , et donc (x+yE /a . D’'autre part, (t.X}=t"x" € a
donc (t.afg /a.

2. D'aprés 1. On a/a C \/v/a. Soit xe /y/a: il existe n dan€N* tel que X' €
Va; par suite il existe m dan¥l* tel que(z™)™ € a, i.e. X € a, et donc
XE +/a.

3. Onaab C anb, doncvab C vaNb. Soit xe vVaNb; il existe n dans\ * tel
que X* € aNb. Ainsi, X* € a, Xx* € b, donc (RX™)€ ab, i.e. X*T" € ab, et
donc »e vab.

4. Onaanb C a,doncvanb C v/a; de mémey/anb C Vb, doncvanb C
Vanv/b. Soit s Vanb; il existe n et m dandl * tels que ® € a et X" € b;
par suite XxX™ € a et X*X™ € b, i.e. X’x™ € anbetxc vVanb.

5. Il est clair quey/A=A; Soita tel que\/a = A; alors k /a, i.e. il existe n dans
N*telque I' € a; donc & a, et par suiter=A.

6. Il estimmédiat qu’un idéal premier est radiciel, Wéb = b; on montre alors la
propriété par récurrence : elle est donc vrai pour n=1, et supposons@fue

b; Alors v+l = /bb", et, d'aprés 3.,/bb™ = vbNb"™ , puis, d'apres 4.,
VNt = VN Vb or Vb = betvb® = b, doncvVbN Vb = bNb = b;

ainsivbntl = b.
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4.5. IDEAL PREMIER ET RACINE D’UN IDEAL

7.

4.5

a C yaetb c vb,donca+b C a4+ vVbetva+b C \/va+vb. Soit
X€ 1/+/a+ Vb; il existe n dansN * tel que X € \/a + Vb; soient y& /a et

ze Vb tels que, ¥=y+z. Soient aussi r et s dahs" tels que § € a etz € b.
Alors, par le méme calcul qu’en 1., on a

r r+s
(y + Z)r+s R chl-i-qyl r—i +yr Z Ci+(gyifszr+sfi.
1=0 i=r+1

Par suite, (R)"*=z°u+y"v, i.e. X*("t9) € ¢ + b, et donc xc v/a + b.

Idéal premier et racine d’'un idéal

Proposition Soit A un anneau commutatif et unitaire ; seitin idéal strict de A.
NotonsP(a) 'ensemble des idéaux premiers de A qui contienrent
Alors:

1.
2.

P(a) # 0.
va= () b

beP(a)

Démonstration

1.

2.

P(a)# 0: En effet,a est un idéal strict de A, donc il existe un idéal maximal
contenant.. Or m est maximal donc premier. Par suite:P¢ontientm.
Montrons la double inclusion:
Al a C ﬂ b: Soit x€ +/a; il existe donc un entier 1l tel que ¥ € a.
bEP(a
Soitb un idéal( piremier contenaat On montre aisément par récurrence que Si
un élément y de A n’est pas dahsalors aucune puissance de y n’est dans
(Carb est premier). Comme™e a, alors X € b, et d’'aprés ce que I'on vient
d’énoncer, on a® b. Comme ceci est vrai pour tout idéal premier contemant
on abienz € ﬂ b.
beP(a)

B/ (] bC Va:Soitxe (] b.Supposons quey/a. SoitS{1,z,....a",...}

beP(a) beP(a)
I'ensemble des puissances de x. Alogs ¥a implique quea N .S = . Facile-
ment, S est une partie multiplicative de A. Alors on sait qu'il existe un idéal
premier tel quex C d etdNS=). a C d implique qued €P(a) , et par suite & d
(puisque x ﬂ b). Mais d'autre parinS=) implique que x¥d (puisque xS

beP(a)

) : absurde ! Donc I'hypothése#x,/a est fausse.

Corollaire Soit A un anneau commutatif et unitaire; soit x un élément de A.
Alors on a équivalence entre:

1.

X est nilpotent.
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4.6. ANNEAU LOCAL

2. x est élément de tout idéal premier de A.

Démonstration Soit spp(A) 'ensemble des idéaux premiers de A (le spectre pre-
mier de A). Alors la proposition précédente implique gy&0)= ﬂ b; ce qui

bespp(A)
démontre le corollaire. (cf. exo3 pour la définition de nilpotent).

Corollaire Soit A un anneau commutatif, unitaire et intégre.
Alors l'intersection de tous les idéaux premiers de A{ggt

Démonstration Si A est intégre, il est immédiat que le seul élément nilpotent est
0; autrement dit,/(0) = (0) (i.e. 'idéal (0) est radiciel, i.e. 'anneau A est réduit).
Ainsi d’aprés le corollaire précédent,ﬂ b=(0).
bespp(A)

4.6 Anneau local

Définition Soit A un anneau commutatif et unitaire ; On dit que A esaoneau
local si, et seulement si A posséde un unique idéal maximal. (Rappelons que d'aprées
le théoréme de Krull, tout anneau non nul posséde toujours au moins un idéal maximal).

Exemple Un corps est un anneau local. (car son seul idéal maximgDéxt

Proposition Soit A un anneau commutatif et unitaire ; on note N 'ensemble des
éléments non inversibles de A (N n’est pas vide car il contient toujours 0). Alors les
propositions suivantes sont équivalentes:

1. A estun anneau local.

2. N estunidéal de A.

Démonstration Notons tout d’abord que tout idéal strict de A est inclus dans N, puis-
gu’un idéal strict ne peut contenir d’'inversible.

1=-2: Soitm l'unique idéal maximal de Am est strict, donen C N . Soitxe N.
X n'est pas inversible, donc I'idéal xA est strict; par suite il est contenu dans un idéal
maximal. Orm est I'unique idéal maximal, donc xAm , et par suite € m: NC m.

2=1: N estidéal strict card N . Comme il contient tout idéal strict, c’est maxi-
mum (pour l'inclusion) dans I'ensemble des idéaux stricts. Cela entraine gu'il est idéal
maximal, et uniqgue maximal.

4.7 Anneau des fractions d’'un anneau

Proposition Soient A un anneau unitaire et commutatif. Soit S une partie multi-
plicative de A qui ne contient pas 0. On définit s/ deux opérations. Si a,a’ sont
éléments de A, s,s’ sont éléments de S:
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4.7. ANNEAU DES FRACTIONS D'UN ANNEAU

(s,a) + (s',a") = (ss',5a" + s'a)
(s,a).(s',a") = (ss',ad’).

De plus, on considére la relation binaife sur SxA définie par: (s,ag(s’,a’) <
JteS/t(sa’-s'a)=0.

Alors:

1. R est une relation d’équivalence ; I'ensemble des classes d’équivalence est noté
S~!A, et la classe de (s,a) est notgée

2. Les deux opérations définies plus haut sont stables vis-a-vis de la relation R;
elles induisent surS'A une structure d’anneau commutatif unitaire. L'élément
nul est donné pa% et l'unité est%. S~'A s'appellel'anneau des fractionsde
AsurS.

3. Soit i I'application de A dans S'A qui a a associ¢ . Alors i est un homomor-
phisme d’anneau. De plus i est injectif si, et seulement si, S ne contient aucun
diviseur de 0. Si cette condition est réalisée, on pourra donc considérer A comme
un sous-anneau de 8A.

4. S~'A est 'anneau nul si, et seulement si, S contient un élément nilpotent, ce qui
est aussi équivalent au fait que S contient O.

Démonstration

1. Montrons queR est bien une ralation d’équivalence. Tout d’abord (Ra(s,a)
car sa-as=0. DonR esr réflexive. Ensuite, il est clair que si ($743’,a’) alors
(s’,@)R(s,a).R est donc symétrique. Reste a montrer la transitivité: Pour cela
prenons (s,a), (s’,a’) et (s”,a") des éléments deAtels que (s,dR(s’,a’) et
(s’,a)R(s",a"). ll existe donc t et t’ dans S tels que t(sa’-s’'a)=0 et t'(s'a™-a’s")=0.
Alors tt's’(sa”-s"a)=tst's’a”-tt's's"a=tt'sa’s"-tt's's"a=t's"t(a’s-s'a)=0. Donc (a,®(a",s").
‘R est bien une relation d’équivalence.

2. Montrons que les deux opérations sont compatibles avec la relation d'équiva-
lence. Si(a,b), (a’,b"), (c,d) et (¢’,d") sont des éléments d&\Stels que (a,bBR(a’,b’)
et (c,dR(c’,d’), il faut montrer d'une part que (a,b)+(c,& a’,b")+(c’,d") et
d’'autre part que (a,b)(c,d)=(a’,b")(c’,d’). Montrons d’abord la compatibilité par
rapport a I'addition. Comme (a,RYa’,b’), il existe &S tel que t(ab’-a’'b)=0.
Comme (c,dRr(c’,d’) il existe t'eS tel que t'(cd’-c'd)=0.Nous cherchons un
élément T de S tel que T[ac(a'd'+b’c’)-a’c’(ad+bc)]=0. Soit T tel que T[(ab’-
a’b)cc’+(cd’-c’'d)aa’]=0. Si on prend T=tt' cela donne I'égalité voulue. Montrons
la compatibilité par rapport a la multiplication. On a tt'(acb’d’-bda’c’)=tt'(ab’cd’-
a’bdc’)=tt’'(a’bcd’-a’bdc’)=tt'a’b(cd’-d’c’)=0, Cqfd.

3. Soit tA — S™'A a— i(a)=%. Vérifions tout d’abord que i est un homo-
morphisme d’anneaux. Tout d’abord: si XgA, i(x+y):w—1”’:%+%. i est donc
un morphisme de groupes additifs. D’autre part i(x$)=7 ¥=i(x)i(y). De plus
i(1):%. i est donc bien un homomorphisme d’anneaux. D’autre part i est injectif
si et seulement si son noyau se réduit a I'élément nul de A. Soit deKerxi.
Si i(x)=0 cela est équivalent au fait quye=0. Cela revient a dire qu'il existe s
dans S tel que sx=0. Cette derniére affirmation est équivalente a I'existence d'un
diviseur s de 0 dans A.
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4.8. PRODUIT DE SOUS PARTIES D'UN ANNEAU

4. Supposons que SA={0} alorsVacA 3scS/sa=0. En particulier’s0. Ainsi S
contient un élément nilpolent. Ensuite si S contient un élément nilpoterd, s
0 est donc élément de S. Enfin si 0 est élément deSAS{0} car pour tout a
de A, 0a=0. Donc af.

Définition - Proposition Soit A un anneau commutatif unitaire. A est une partie
miltiplicative de A. Considérongl=(A\ {0})"*A=A\{0}xA/R (oUR est la relation
d’équivalence précédemment définie) muni de I'addition et de la multiplication précé-
demment définie a une strucuture de corps. C'esbles des fractions de I'anneau
A. Les classes d'équivalcences des couples (b,a) sont fotémjection canonique
i:A— A définie par i(x)= permet de voir A comme un sous anneaudle

Démonstration Par construction, tout élément deest inversible dangl. Ce der-
nier, qui au départ possede une structure d’anneau, posséde donc une structure de corps.

4.8 Produit de sous parties d’un anneau

Proposition Soit A un anneau commutatif et unitaire , soient X et Y deux parties
non vides de A, et un idéal de A.
Par définition, XY est 'ensemble des éléments z de A du type:

z = Z ZiYi

1<i<n

ou n est un entier naturel non nul, et ot pour teuf{i,....,n} x; €Xety; €Y.

Alors:

1. Xa estun idéal.

2. En particulier, XA est le plus petit idéal de A contenant X; de plus, X est un
idéal si et seulement si X=XA . XA est appelé idéal engendré par X.

3. Soit B un anneau commutatif unitaire et f un homomorphisme d’anneaux de A
dans B. Soith un idéal de B; alorsf!(b) est un idéal de A. Si de plus f est
surjective, alors #)=f(a)B et par suite f¢) est un idéal de B.

Démonstration

1. Montrons que si X est une partie de A etasiest un idéal de A alors Xest
un idéal de A. Il suffit pour cela de remarquer que si &X'et si a,a&A alors
xa-xa'=xa+x(-a’). Comme a’ est élément de a, il en est de méme de -a’. Compte
tenu de I'écriture des éléments da,tette somme est bien élément de. Xn
refaisant ce raisonnement sur une somme du t@ xia; OUx; €X eta; €A,

1<i<n
on démontre que Xest un sous groupe de A. D’autre parbsest élément de
Aetsiz Z z;a; est élément de & alorsaz= Z x;(aa;) qui est encore
1<i<n 1<i<n

élément de X. Xa est bien un idéal de A.
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4.8. PRODUIT DE SOUS PARTIES D'UN ANNEAU

2. XA est clairement un idéal et si un idéal contient X, il contient nécessairement
XA. XA est donc le plus petit idéal contenant X. De plus si X est un idéal,
alors, A étant unitaire, X est contenu dans XA. Comme XA est le plus petit idéal
contenant A, XA=X. Réciproquement si X=XA alors XA étant un idéal de A, il
en est de méme de X.

3. Soit B un anneau commutatif unitaire. Si\—B un morphisme d’anneaux.
Soit aussib un idéal de B. Utilisons le critére que I'on vient de montrer pour
prouver quef —1(b) estunidéal de A. Il faut dont montrer qyie! (b)A=f~1(b).

Mais f(f~1(b))=bf(A)=b carb est un idéal de Bf ~*(b) est bien un idéal de A.
De plus, sif est surjective et gi estun idéal de Af (a)=f(aA)=f(a) f(A)=f(a)B
doncf(a)=f(a)B

Proposition Soient A un anneau commutatif unitaire , S une partie multiplicative de
A, a un idéal de A et i 'Thomomorphisme canonique de A dan$/s
Alors:

i(a)S™'A = {%,x €a;se St
D’autre part, sb est un idéal de S'A , alors:

b=i(i"'(b)STA.
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Chapitre

THEME: une démonstration
du théoreme de Wedderburn.

Par Sigfried Rouzes

5.1 Introduction

Avant d’énoncer le théoréeme de Wedderburn, il faut effectuer une petite précision
lexicale. La loi multiplicative d’'un corps est généralement toujours supposée commu-
tative. Ce ne sera pas le cas ici et on appellera corps un ensemble K muni de deux
lois + et . telles que (K,+) ait une structure de groupe abélien et telles qu€qK.)
ait une structure de groupe non nécessairement abéberdira alors qu’un corps est
commutatif si sa multiplication est commutative.

Rappelons aussi qu’un corps est dit fini si son cardinal est fini.

Théoréeme de WedderburnTout corps fini est commutatif.

Afin d’établir la démonstration de ce théoréme, il faut procéder a quelques rappels
sur les racines de l'unité.

5.2 Racines de l'unité
Notons C le cercle trigonométrique, i.e.
C={z€C / |zs|=1}={e"’; 0eR} ={"; 0 €[0; 2n[}.

Pour tout entiem > 1, on noteR,, 'ensemble des racines n-iemes de l'unité, a
savoir
R,={zeC / 2" =1}

Bien sOr,R,, C C' et
R, = {612’:7‘7r ) ke {17 ,TL}}
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5.2. RACINES DE LUNITE

Ainsi, card (R,,) = n. Rappelons qu&,, a une structure de groupe multiplicatif.

Définition On appelleensemble des racines entiéres de I'uniféensembleR =

U R, ouR, désigne I'ensemble des racines n-iémes de I'unité.
n>1

Proposition A toute racine entiére de I'unité z, on peut associer I'idéal des entiers
i tels quez® = 1; cet idéal est non nul et son unique générateur strictement positif est
le rang de z, noté igh (z).

Ainsiona:z € R, & p(z)|n.

Démonstration Soit z une racine entiére de l'unité. Il existecNtel quez"™ = 1
. Par conséquent, I'ensemlfledes entiers i tels que’ = 1 est non vide. On vérifie
facilement que c’est un idéal d&. Ce dernier étant principal, est aussi principal et
donc monogéne. Ceci permet d'étre assurémug est bien défini.

Rappelons aussi que, par définition, un élémerf ést une racine primitive’dres
de I'unité si et seulement si c’est un générateuRgeEnoncons la propriété:

Proposition Soitd > 1 un entier. SoitF; désigne I'ensemble des racines primi-
tives d*™ede I'unité. Soit z une racine entiére de l'unité et sdgit) son rang alors:

Fo={z€R / p(z)=d}.

On a, plus précisément,
Fy= {e— ke {l,d) etk;/\dzl}
ouk A d désigne le pgcd de k et d.

Démonstration

— Démontrons linclusion dé"; dans{z € R / p(z) =d}. Soitz € Fy. z est
donc un générateur dB,;. Rappelons quér; est un groupe cyclique a d élé-
ments. Par conséquent, pour tout élément 1 de Ry, il existe0 < 7 < d tel
quez’ = z' etz? = 1. On a ainsi montré que(z) = 1 et donc l'inclusion de-
mandée. Démontrons l'inclusion réciproque. Soit z une racine entiére de l'unité
de rang d. Le sous groupe deengendré pae est un sous groupe cyclique
de R d’ordre d. Ce sous groupe contient alors toutes les racines du polynémes
X —1 = 0 car pour chaque élément de ce sous groupe!® = 1. Ce sous
groupe est par conséquent le groupe des racines d-ieme de l'unitésebien
un générateur de ce groupe.

— Montrons la seconde égalité. Seituin élément d€;. z est une racine entiere
de I'unité, donc il existek etn € Ntels quez = e¢*»*. Commez? = 1, n
est un diviseur de d. En particuliexil. Mais 2™ = 1 donc n est élément de
l'idéal engendré par d et donc > d. En conclusionn = d etz = e
Montrons maintenant queA d=1. Si ce n’est pas le cas alors il existe un élément
p deNtel que d=k.p et p<d. Mais? = 1, et le rang de: ne peut étre d. Ceci
est contraire & nos hypothéses. Donc forcémentd = 1. Pour démontrer
l'inclusion réciproque, choisissons un élément ¢ > tel quek € {1,...,d}
et tel quek A d = 1. Montron que le rang m de cette racine entiére de l'unité
est égal a d. Il est évident que m est au plus égal a d. Supposons que m<d. Alors
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2k.mm

2™ = 1impliquee’= 4~ = 1. Donc d divise k.m, mais comme d est premier
avec k, en vertu du lemme de Gauss, d divise m ce qui est contraire au choix fait
pour m. Donc d=m et z est de rang d. Par conséquent, comme les éléments de
rang d sont les racines primitives d-iémes de I'unité, l'inclusion réciproque est
prouveée.

Définition Soit F; 'ensemble des racines primitive§® de I'unité. Le poly-

néme
o (X) =[] (X -2
ze€Fy

est appelé@®™es polyndme cyclotomique

Etablissons maintenant quelques propriétés préalables a la démonstration du théo-
reme de Weddenburn.

5.3 Propriétés prélémininaires

Proposition (P1) Soient K un corps commutatif, C K un sous-anneau de K et
® € K[X]. S'il existe un polyndme) € A[X] unitaire tel qued.Q € A[X], alors
® e A[X].

Démonstration Cette propriété se démontre assez simplement par récurrence sur
d°®; néanmoins nous préférons une preuve plus “ élégante ".

NotonsP = ¢.QQ € A[X]. CommeQ € A[X] est unitaire, il existe une unique
division euclidienne de P par Q dad$X], i.e. il existe un unique coupl@);,R,)de
A[X]2 tel queP = Q1Q + R etd°R; < d°Q.

D’autre part, K étant un corps, il existe une unique division euclidienne de P par Q
dansK[X], i.e. il existe un unique couplg),,R,)de K[X]” tel queP = Q2Q + R,
etd°R, < d°Q.

Comme(Q1,R;) € A[X]’ etque A est sous-anneau de K, ot R, ) € K[X]*;
alors I'unicité du couple de division euclidienne de P par Q daifiX | implique que
(Q1,R1) = (Q2,R2).

Enfin, commeP = ®.Q), cette méme unicité impliqugQ,R>) = (®,0).

Onadond@i,R1) = (,0), doncd® = Q,, i.e.® € A[X].

Proposition (P2) Soient L un corps fini’ C L un sous-corps de L. Alors il existe
s € IN* tel quecard (L) = (card (K))".

Démonstration

L'opération deK x L dans L définie pak « [ = kil (le produit dans L) induit sur L
une structure de K-espace vectoriel. L est fini, donc de dimension finie s, et on a bien
classiquementard (L) = (card (K))®.

Proposition (P3) Soient m et n deux entiers ave&l m < n, T €Z(X) la frac-
tion rationnelle définie parf’ (X) = £-=1, et®,, le n-iéme polyndme cyclotomique.
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Alors on a:

1L.X"—1= [] ®4(X);
dln

2. ¢, €Z[X];

3m|n = TeZ[X];
4. m|n e m<n = &, divisele polyndme T dans [X].

Démonstration
1. Rappelons que I'ensemble des racines primitiVe&ede I'unité F; vérifie

Fd:{ei%T" ckell,-.d) etk:/\dzl}.

Un corollaire immédiat de cette égalité esetant la fonction indicatrice d’Euler
(@(d) = card{k € {1,....d},k Nd=1}), card (Fg) = ¢ (d).

D’autre part, 'ensemble des définitions implique aisément{dagdln forme
une partition deR,, ; cela donne deux résultats intéressants :

card (Ry) = Z card (Fy),

d|n

n="> ¢(d);

d|n

Identité des polyndmes

Il x-2»et]] [] &x-2.

zER, d|n z€Fy
En notant
o0 (X) = [ (X -2),
zEFy
le d-ieme polynéme cyclotomique, et en développdrt (X — z), cette iden-
zZ€ER,
tité donne:

X" —1= ] ®a(X).
d|n
Ceci est le 1/ de la propriété.
2. ®,, €Z[X]; montrons-le par récurrence surn:
Pourn =1, ®; (X) = X — 1, donc®; €Z [X].
Supposons démontré jusqu’an; on a

x-1=I] @a(x)

d|n+1
ce qui entraine que
X 1=, (X) - ][ ®a(X)
dln+1
d<n
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La récurrence s'applique adx; avecd < n, et donc le polyndme

I 2

dln+1
d<n

appartient & [X]. De plus il est clairement unitaire, et comif" ! — 1) €Z [X],
la propriété (P1) nous dit quB,+; €Z[X]: la récurrence est achevée.

3. m|n = T e€Z[X];montrons celam | n, donc 'ensemble des diviseurs
de n est la réunion disjointe de I'ensemble des diviseurs de m et de I'ensemble Q
des diviseurs de n ne divisant pas m; par suite, on a

[[ecx) =] @5 (x) - ] @4 (X).
dln d|m qeQ
D’aprés 1/, cela donne
Xt —1=(X"-1) - [] 2, (X).
q€Q

La propriété (P1) nous dit alors que

II @ (x) ] ez[x],
9€Q

et par suitel’ € Z[X] (carT = [] ®g).
q€Q
4. m | n implique que
T=1]]® €zx]
q€Q
(c’est le point 3/), ein < n implique quen € @, et par suite,

T=0, - H ®,,
q€Q—{n}

puis (P1) implique que

I 2.|€zx,
9€Q—{n}

et donc®,, divise le polyndme T dang&[X].

Proposition (P4) Soit G un groupe fini (non nécessairement commutatif) agissant
sur un ensemble E non vide fini; soi€nt, - - - ,s.} C E un systeme de représentants
des orbites, ey, - - - ,G, les stabilisateurs respectifs gg - - - ,s,.. Alorson a:

1. Pourtouti,l <i <r,card(G;) divisecard (G);
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2. Formule des classes:

card (G)

card (E) = Z card (G’

1<i<r

Démonstration

Ici aussi, rappel des faits. .. On dit gu'un groupe G (noté ici multiplicativement et
d’élément neutre noté 1) agit sur un ensemble E (non vide) s'il existe une opération
(-*-)deG x F dans E telle que:

Vre E,1xx==x
Vee E,Y(g,9') € GxG, g x(gxx)=(dg)*x.

On note alors, pour tout x de E:

- Gxx={gx x}geG, sous-ensemble de E appelé orbite de x .

- Gy ={9€G /g*z=u},q sous-ensemble de G appelé stabilisateur de x .

— s, l'application de G dan§&’ * x qui ag € G associg « x.

G, estun sous-groupe de G; d’autre part, on constate que la relation d’équivalence
factorisant I'applicatiors,, coincide avec la relation de quoti<—:~§;l{L ; comme il est clair

gues, est surjective, on en déduit que les ensem@estG x 1 sont équipotents.

Enfin, il est aisé de vérifier que 'ensemble des orbifes« =} forme une
partition de E.

Dans le cas ou E et G sont finis, tout cela implique la formule des classes : en effet,
soientG x z1, - - - ,G * x, les orbites, alors elles forment une partition de E, donc

TEE?

card (E) = Z card (G * x;).

1<i<lr
CommeG x x; est équipotent %GT cela donne
G
d(E) = d|{ —=—
car ( ) Z car (Gx>
1<ilr i

La démonstration s’achéve en remarquant que

G\ card(G)
card <Gm) ~card (Gy,)’

Nous pouvons passer désormais a la démonstration du théoréme.

5.4 Démonstration du théoreme de Wedderburn

Démonstration Soit K un corps fini. On note Z le centre de K, i.e. 'ensemble des
éléments de K qui commutent avec tous les autres. Z est un sous-corps de K.
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Notons g le cardinal de Z; la propriété (P2) nous dit alors gu’il existe un entier
naturel non nul n tel queard (K) = ¢".

Nous allons supposer désormais que K n’est pas commutatif

Cela implique queZ # K, et donc quer > 2.
Pour toutz € K, on noteZ, I'ensemble des éléments de K qui commutent avec x.
Alors Z,, est un sous-corps de K, et une extension de Z.
Z est un sous-corps d&,, donc d’apres la propriété (P2) il existe un entier naturel
non nuld (x) tel que
card (Z,) = ¢%@.

Z, est un sous-corps de K, donc la propriété (P2) nous dit qu'il existe un entier
naturel non nul m tel queard (K) = (card (Z,))™.
Mais commecard (K) = ¢™, donc on obtient

q" = (qd(”’))m ,

etdoncn = md (z).
Retenons de cela quix) divise n pour tout x de K.

Le groupe (multiplicatif)K* agit sur I'ensembld(* via I'opération de conjugaison
k* x = kxk~!. Vérifions cela:

l*zzlxlflzx,

Kx(kxx) =k (kxz) k' =k (kak ") k'~ = (K'k)z (k7K' 7)) = (K'k) 2 (k’k)fl = (kK'k)xx.

Pour tout x dei*, on noteK™ « « I orbite de x, etstab () le stabilisateur de x.
Pour tout y dei*, on a

Z, = stab(y) U {0}.

Ainsi,
card (stab (y)) = ¢*@ — 1.
On a de plus, pour x dans™ :

card(K*x2)=1 & K'sax={z} < stab(z)=K" & xe€Z".

Notons zg, - - - ,z4—1 les éléments de Z (aveg = 0); d'aprés les équivalences
ci-dessus, les orbites qui coupéfit sont exactemenk™ « zy,--- K™ % z,_;. Soient
K* x4, - ,K* %y, les autres orbites ; alors la formule des classes nous donne::

_ card(K") _card(K7)
| card (stab (2;)) Z card (stab (y;))

card (K*) = Z

1<i<qg— 1<i<r

Commestab (z;) = K*, quecard (stab (y;)) = ¢*¥) — 1, et quecard (K*) =
q" — 1, celadonne:
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n_ 1 _ _ qn -1

1<i<lr

et donc enfin:

n qn_]'
g—1=(¢"—-1)— Z ) — 1

1<i<lr
Considérons la fraction rationnelle

N Xm -1
F(X)=(X"-1)— Z ST

1<i<r

On a vu que pour tout i (y;) divise n, et la propriété (P3) nous permet alors de dire
queF € Z[X].

Mieux, il est clair quel (y;) < n, en effet,d (y;) = n impliqueraitord (y;) = K*,
et doncy; € Z, ce qui est faux.

Alors la propriété (P3) permet d’affirmer que le polynéme cyclotomigyelivise
le polyndbme

X" -1
Xdw) —1

dansZ[X]. Comme®,, divise auss{X™ — 1) dansZ[X], on obtient queb,, divise le
polyndme F dan¥[X]. Autrement dit:

Il existe un polynéme) € Z[X] tel queF = Q ®,,.

En particulier, cela implique

Or(3)F (q) =q—1,donc

g—1=Q(q) . (q)-

CommeQ € Z[X], Q (¢) est un entier, non nul car# 1 (Z contient au moins 0 et
1). Ainsi cette derniére égalité implique |, (¢)| < ¢ — 1. Par conséquent il existe
(au moins) une racine complexe u @g telle que|qg — u| < g — 1.

Or u est racine primitive n-ieme de l'unité, et comme> 2, u # 1; comme la
distance de g au cercle trigonométrique est atteinte en 1, on a facilggment| >
g — 1. Mais on vient de prouver l'inverse !

D’ou I'absurdité, et la preuve que K est bien commutatif.
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Chapitre

La quintessence de la primalité
n'est elle pas l'inversibilité ?

Par Guy Philippe

6.1 Notations

Dans la suite acsera I'abréviation pour anneau commutatif unitaire et aelle
pour anneau commutatif unitaire intégre.
D, désignera I'ensemble des diviseurspde
"ou" désignera le ou inclusét "ou bien" le ou exclusif.

6.2 Introduction

A l'origine de cet article il y a un certain malaise que j'ai éprouvé(et je ne dois
pas étre le seul) en constatant que la définition d’élément premier d’un acui,qui est
censée généraliser celle d’entier premier didn8uctuait suivant les auteurs avec des
propositions qui n'étaient pas toujours logiguement équivalentes. Ceci m’'a amené a
proposer

une définition ne faisant appel qu’a l'inversibilité
en partant du principe que ce qui caractérise un élément premier c’est le fait qu'il ne
puisse se factoriser en un produit de 2 facteurs que si lI'un des facteurs est inversible et
pas l'autre.D’ou le titre.
Par négation un élément non premiesera donc un élément pour lequel il existera
une factorisation en 2 facteurs inversibtesgra alors inversible) ou en 2 facteurs non
inversibles(on dira alors queest un élément composé). La structure la plus générale
ou I'on puisse développer ces idées est celle de demi-goupe

multiplicatif abélien, comméN,x), pour disposer de la notion d’élément inver-
sible. On se retrouve ainsi dans le cadre naturel ou s’est forgé le concept de nombre
entier premier. Formalisons cela en considérant un demi-groupe abEliend'élé-
ment neutre 1.0n notet# 'ensemble des éléments inversiblesig € ) et P(E)
I'ensemble des éléments
premiers dey obtenu grace a I'une des 2 définitions équivalentes suivantes:
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Vp € E  ppremier<= Y(a,b) € E> p=ab= (a,b) ¢ U>J(E\U)?(I)

Vp € E  ppremier<= Y(a,b) € E*> p=ab= aoubienbc

C’est a dire que ne peut s’écrire comme produit de 2 facteurs que si I'un est inver-
sible et pas l'autre.

D’ou par négation:

Vp € E  pnonpremiek=> 3(a,b) € E?> p=abet(ab) € U?J(E\U)?

On obtient ainsi une classificatioies éléments d’'un demi-groupe abélien multiplicatif:
Chaque élément d’'un tel demi-groupe est patmier,soitinversible,soitcomposéi.e.
factorisable en un produit de 2 éléments non inversibles) chaque cas excluant les deux
autres.

On peut remarquer facilement que tout élément inversibfgest pas premiecar il est
produit de 2 inversibles = z.1 donc dans un groupe il n'y a pas d'éléments pre-
miers.

Un carréx? n’est jamais premier car suivant quest inversible ou pas? est le produit

de 2 inversibles ou de 2 non inversibles.

D’autre part dans le cas du demi-groupe (A,x) d'un acui A I'élément 0 n’est pas premier
car il est produit de 2 non inversiblés= 0.0. Donc 0 est méme un élément composé.

Si A est un acu on pourra bien s(r appliquer cette définition au demi-groupe abelien
(A)X) i.e. hors intégrité de I'anneau.

6.3 Définitions consensuelles

A étant un acu rappelons 2 définitions pour lesquelles il y a consensus de tous les
auteurs cités dans cet article.
Aintegre<= A # {0} etV(ab) € A2 ab=0=a=00ub=0
I idéal premier ded < A/I estintegre=-
AT #{0}(A#I) et V(Ey eA/l 7y=0=T=00uy=0+=
AT #{0}(A#1T) et V(ab)€e A2 abel=acloubel

Par conséquent gt est integre Iidéal nul = {0} est premier.

6.4 Quelques liens logiques

p étant un élément d’un acui considérons 3 propositions utilisées par différents
auteurs pour définir un élément premier.

p#Oetp¢UetD, =UJpUd (Il Maclane et Birkhoff[L]
pA estunidéal premier (lll)  Arnaudiés et Berti,Bouvier,George..q]
p ¢ U etV(ab) € A2 plab = pla ouplb (V) Duverney[]

Montrons que (II=(1V)
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(n="(Iv)
On utilisera les équivalences suivantes qui caractérisent un idéal(principal)premier:
pA idéal premier—=> A/pA est intégre—>-
A/pA # {0} etV(a,b) € A2 abe pA = a € pA oub € pA
D'abordp ¢ U (sinonp € Y = pA = A = A/pA = {0} ce qui contredirait (1))
Ensuitep|ab = ab € pAd'ou d'aprés (lll)a € pA oub € pA c'est a direp|a ou
p|b et ainsi (V) est bien vérifié.

(IV)="(Il)

D’'abord A/pA # {0} (sinonpA = A = p € U ce qui contredirait (IV))
Ensuiteab € pA = plabd’ou d’aprés (IV)pla ou p|bc’est & direa € pA ou
b € pAetainsi (Ill) est bien vérifié.

En définissant un élément premierd’'un acui A grace a I'une des 2 propositions
équivalentes(lll) ou (IV) on aurait I'inconvénient qaeoit premier
En effet0A = {0} est un idéal premier vu qué/0A = A qui estintégre.Des lors (l11)
< () car pourp = 0 (ll) est vraie alors que (Il) est fausse.Et méme si on ajoutait &
() pA # {0} I'équivalence avec (Il) serait encore fausse.

(I & pA estun idéal premier non nul.
On peut s’en convaincre avec I'actifiv/5).1l est facile de montrer qu'avge= 3 (11)
est vraie.
En posantN(a + iv/5b) = a? + 5b% il est immédiat queN (zz') = N(z)N(z')
dou sizz’ = 1 avecz = a +iV/bb N(z) = a® + 5b> = 1ce qui entraine
b=0,a = (*/_)1.Les inversibles d&(i\/5) sontdonc 1 et-1 sol = {1, — 1}.
p=3#0etp=3¢U={1,-1}
De plusa + iv/5b € D3 = (a + iv/5b)(x + iv/by) = 3 =
N(3) =9 = (a® + 5b2) (22 + 5y?) = a® + 5b* € Dy = {1,3,9}
Ora?+5=1=b=0eta=(*/_)l=a+iVvbb=(T/_)lelU
eta? +5b°> =3 = b =0 eta® = 3 ce qui estimpossible daifs
Enfina? +5b> = 9 = 22 + 532 = 1 = y = Oetz = (*/_)1d'ou avec I'égalité
souslignées + iv/5b = (t/_)3 € 3U
On a donc prouvé l'inclusio®s; C U | 3U et comme linclusion contraire est immé-
diate (ll) est bien vraie avec p=3.
Pourtan3Z(i+/5) est un idéal non nul qui n’est pas premier vu que
(2 —iV5)(2 +iV5) = 9 € 3Z(i+/5) bien que ni2 —iv/5) ,ni (2 +iv/5) € 3Z(iV/5)
compte tenu qué — iv/5 = 3(a + iv/5b) = 2 = 3a ce qui est impossible daifs
et idem ave@ + i/5.
Le but recherché étant de trouver une définition générale d’un élément premier valable
aussi bien pour les entiers naturels que pour les éléments d'un acui quelconque il reste
la proposition (Il) et on remarque qu’elle est équivalente a la proposition (l) proposée
dans l'introduction.
p#0etp¢UetD, =UJpU (1
V(a,b) € A2 p=ab= (a,b) ¢ U>|J(A\U)? ()
Montrons que ()<= (1)
(="
p=ab=> aetbec D, =UJpU
alors(a,b) ¢ U?.Sinon on auraip = ab € U ce qui contredirait (I1)
On a aussia,b) ¢ (A\U)?.Sinonaetb ¢ U et commenetb € D, = U |Jpld on au-

rait donca eth € pl soita = pe,b = pf puisab = p = p*cf etp(1 — ped) =0 enfin
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commeAestintegreep A0 1 = ped

On aurait don@ € U ce qui contredirait (11).

Finalement (l) est vérifiée.

(=231

p#0 sinonp = 0.0 avec(0,0) € (A\U)? ce qui contredirait ().

p ¢ U sinonp = p.1avec(p,1) € U? ce qui contredirait (1).

D, culJp

En effeta € D, = p=ab d'ol d’aprés (I)(a,b) ¢ U? | J(A\U)?.

D’autre part on a l'alternative:

ou biena € U et alorsa € U | pU

ou biena ¢ U et alorsb € U sinon(a,b) € (A\U)? ce qui contredirait (1).

Donc il existec € Atelquebc = 1d'oup =ab = pc=abc=a.l =a

eta € pU vu quec € U.Par conséquent € U | pU

Finalement l'inclusion annoncée est prouvée et comme l'inclusion contraire est im-
médiate on a montré que (ll) est vérifiée ce qui termine la preuve de I'équivalence
annoncee.

Malgré I'équivalence des propositions (ll) et (1) dans un amul’intégrité a été utili-

sée, on peut remarquer que (Il) fait référence a la structure d’anneau a caugei de

y figure alors que ce n’est pas le cas de (I) qui se référe seulement & un demi-groupe
abélien multiplicatif.

On pourrait aussi définir un élément premier ,hors intégrité ,dans un acu grace a (1)
mais on perdrait la régle des degrés deg(PQ)=deg(P)+deg(Q) pour P et Q non nuls qui
découle de l'intégrité or cette régle est fondamentale pour I'arithmétique dans les an-
neaux de polyndmed[X;,X5,... X, ].

Il semble dés lors raisonnable de définir un élément premier dans uaweuia pro-
position (1) ou la (1) c’est le choix fait dans ce qui suit.

Montrons qu’'avec la proposition (I) on retrouve les caractérisations usuelles des élé-
ments premiers dai$ et dans les demi-groupes multiplicatifs d’anneaux(acui) clas-
siques commé&, et A[X,X,...X,,] avecn > let A un acui, éventuellement un
corps.

Ici je préfere dire polyndme premier que polynéme irréductible qui pourrait faire ré-
férence a la notion d’élément irréductible d’'un acui dont je préféere ne pas parler ici ,
méme si ,poup # 0 les 2 notions coincident sur un acui factorig(page 50).
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6.5. LES PREMIERS DE A[X;] SONT:

‘ premiers dan® ‘

DansN il n'yaqu'uninversible:1 donéf = {1}.

La définition élémentaire pour qu’un entjesoit premier estard(D,) = 2.

Montrons que poup € N

card(D,) = 2 <= V(a,b) € N> p = ab = aou bienb est inversible i.ea ou
bienb estégalal

(=7)

On acard(D,) =2 d'ouD, = {1,p} etdoncp # 1.

Sionap =ab alorsaetb € D, = {1,p}

oua = letalorsh=p# 1 parconséquentou bienb est bien inversible.
oub=1letalorsa = p ensuite méme raisonnement.

(<=7)

Sia € D,alors il existe b tel que = ab d'ouaou bienb estinversible i.ea ou
bienb estégalal.

Soita =1 etb=p soitb =1 eta = p.Les seuls diviseurs de p sont donc:1
etp et commep # 1(sinonp = 1.1,p serait produit de 2 inversibles)on a bien
card(D,) = 2.

Il est facile de montrer que € P(Z) < |p| € P(N)

‘ Les premiers dand[X,X5.... X, ‘

Pour simplifier ,A[X1,X5....X,,] seranotél[X;] ,c'estl'anneau des polyndmes a
coéfficients dans un acui  en les indéterminée’, X,,..X,, oun >1

Avec laregle des degrés il estimmédiat que les inversible$[&g] sont les inversibles
de A.

On rappelle qu'un polyndme dé[X;] sera dit primitifsi et seulement si ses coéffi-
cients ne sont divisibles que par les inversiblegldec la convention que le polynéme
nul n'a que le coéfficient 0.Par conséquent le polyndme nul n’est pas primitifear

et o n'est pas inversible.

Il est clair qu’un polyndme dont I'un des coéfficients est inversible comme 1 ou -1 est
primitif.

Il est aussi clair qu’un polynéme non nul a coéfficients dans un aspgrimitif car il
admet un coéfficient;, £ 0 et un diviseud de ce polyndme diviserg, doncd # 0 et
par suited est inversible.

6.5 Les premiers deA[X;] sont:

soit les polyndmes constants quand la constante est un élément premier de
Soit les polyndbmes non constants,primitifs et ne pouvant s’écrire comme produit de 2
polynémes non constants.
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6.5. LES PREMIERS DE A[X;] SONT:

deg(P) =0 etP e P(A)
P eP(A[X;]) & | oubien

deq(P) > 1, P estprimitifetP = QR = deg(Q) ou bien deg(R)=0
(=7)
P étant premie? #0 etdoncP admetun degré.
Sideg(P)=0alorsP € A etsionaP = QR dansA commeA C A[X|]
onaaussP = QR dansA[X;] orP € P(A[X;]) donc@ oubienR est
inversible dansA[X;] et par suite dand ce qui assure la primalité d@ dansA.
Sideg(P) > 1alorsP est primitif.En effet soitD € A un diviseur deP.On a alors
P =D@Q dansA[X;] avecdeg(Q)=deg(P)>1 dou@ n'estpasinversible
et par conséquerd est inversible sinor® serait produit de 2 non inversibles ce
qui contredirait sa primalité.
De plus sion aP = QR dansA[X;] etcommeP <€ P(A[X;]) @ ou bien
R estinversible dondeg(Q)) ou biendeg(R) =0
(=7)

Sideg(P) =0etP € P(A) onaP #0
soit P = QR dansA[X;] alorsQ #0 etR # 0 dou@ etR ontun de-
gré et commeleg(P) = deg(Q) + deg(R) on adeg(Q) = deg(R) =0 etdonc
QetR e AOrP e P(A) douQoubienR estinversible dangd et donc dans
A[X;] ainsion abien? € P(A[X;].
Sideg(P) > 1, P estprimitif etP = QR = deg(Q) ou biendeg(R) = 0
soitP = QR dansA[X;] on a par hypotheséeg(Q) ou bien deg(R)=0
par exempleleg(Q)) = 0 d'oludeg(R) > 1 etainsiR n'est pas inversible.De plus
la constant&) divise le polynéme primitif’ donc@ estinversible ce qui prouve
bien queP € P(A[X;]).
Exemples:les polyndmes primitifs de degré 1 sont premiers(c’est clair)comme:
P=-3X+5Y+27Z avecA=7Z
Par contreP? = 5X — 10Y + 15Z est de degré 1 mais n’est pas premier car il n’est
pas primitif vu ques| P et 5 n'est pas inversible dafs

Traitons maintenant le cas particulier des polyndmes a coéfficients dans un corps com-
mutatif K.

Un élément deg< est soit 0 donc non premier soit inversible donc non premier aussi
et par conséque(K) = 0.

De plusVP € K[X;] avecdeg(P) > 1 Pest primitif d’'ou I'équivalence précé-
dente devient:

P e P(K[X;]) < deg(P) > 1 etP = QR = deg(Q)ou biendeg(R) =0

Exemples:les polyndmes de degré 1 a une ou plusieurs indéterminées et a coéfficients
dans un corps sont premiers.
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6.5. LES PREMIERS DE A[X;] SONT:

Comme application de la classification des éléments d’'un demi-groupe abélien
multiplicatif et pour terminer donnons une caractérisation des corps parmi les acui
noethériens:

"pour qu’ un acui ncethérien soit un corps il faut et il suffit qu’il n'ait pas d’élément
premier."
Autrement dit pour un acui noethérign

A estun corps= P(A) = ()
On a déja remarqué que di est un corps alor®(A) = (. Il reste donc a montrer
que siA estun acui ncethérien®{A) = alorsA estun corps.
A estintégre donc par définitiod # {0} dés lors on peut choisir un élément non
nul ag € A et en raisonnant par 'absurde on va montrer gye est inversible.
En effetsiag n'était pas inversible comme il n'est pas premief 4) = ) il serait
composé donc il s’écriraity = a1b; aveca; eth; non inversibles d'ougA C a1 A.
on pourrait alors recommencer aveca la place dey
Soita; = azbs  avecas ethy non inversibles d’'ow; A C a2 A etc...
A chaque étape on obtiendrait un élémept non inversible et non premier donc il
serait composé et pourrait S’écritg = a1 1bx11 aveCagyi €tbyy1 noninver-
sibles et bien sl@, A C ax1 A
On construirait ainsi une suite croissante d'idéaux qui serait stationnaire & partir d'un
certainrang: vu queA est noethérien; par conséquent
anA = apy1 A dou il existeraitz € A tel quea,+1 = a,z et comme par
constructiom,, = a,11b,+1 OnN aurait

Qp = apxby,p1  PUIS

an(1 —xbyy1) =0
De plus comme on auraity A C ax A pour tout entiek  on auraita,, 20 (sinon
apA C 0A = {0} et doncay = Oet la contradiction) ord est intégre d'oll —
zb,1 = 0 etenfinl = xb,,; doub,.; seraitinversible et la contradiction
.FinalementA est bien un corps.
Par conséquent un acui ncethérien autre qu’un corps admet au moins un élément pre-
mier.On peut alors montrer que tout élément ni nul ni inversible admet une décompo-
sition primaire qui n’est pas unigue en général en s’inspirant de de la méthode précé-
dente.
La propriété précédente permet aussi de prouver qu’'un acui n'est pas ncetherien.En
effet un acui autre qu’un corps qui n'a pas d’élément premier n’est pas ncetherien.
Exemple: I'annead. des entiers algébriques stir
Preuve:
D’abordZ est un acui(bien connu) mais ce n’est pas un corps, sinon ,comme l'inter-
section de 2 corps est un corps on auZgif) Q qui serait un corps & (" Q = Z.
En effet soit la fraction irréductiblg € 20@.” existe donc un polynéme unitaire
P € Z[X] dedegré>1 tel queP(£) =0.
D’ou,avec des notations évidentes
ap + a1? +ax(2)* + ... + ap—1(2)"1 + (2)" = 0.Aprés multiplication pag™ on
obtient:
apq" + a1pg" " + agp®q" T + an1p" g+ p" =0
Dés lorsq divisep™ et en appliquant le théoréme de GAUSS a répétition
commep A g =1 onaglp"” = qlp" ! = ¢q|p" ... = qlp = g €7 cequi
prouve une inclusion,l'autre étant évidente.
Z n’est donc pas un corps. R R
De plusP(Z) = ) sinon soitp € P(Z) commep € Z il existeraitP € Z[X] unitaire
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6.5. LES PREMIERS DE A[X;] SONT:

et de degré> 1 tel que P(p) = 0 d'ou avec les notations précédentgs+ a1p +

agp? + .t 1p" "+ p" = 0.

Or dansC tout complexe est un carré d'el= ¢> avecq € C. R

On aurait doneg + a1¢® + asq* + ...an,_1¢°" "2 4+ ¢®" = 0 par conséquent € Z et
finalementp serait un carré darfg donc ne pourrait étre premier d’ou la contradiction.

Z est un bon exemple d’acui sans éléments premiers qui n’est ni ncethérien ni bien sir
factoriel.

J'espére avoir convaincu le lecteur de I'intérét d'utiliser la proposition () pour
définir les éléments premiers et de I'intérét de la classification des éléments d’'un demi-
groupe abélien multplicatif qui s’y rapporte car ce sont des facteurs de clarté et de
simplification des preuves en arithmétique élémentaire ou plus élaborée.

Pour me contactet» guyphilippe @les-mathematiques.net
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PRELIMINAIRES ET OBJECTIF

Ce travail est la suite logique de I'article intitulé "la quintessence de la primalité n’est-elle pas I'inversibilité?"ou j'ai

essayé de convaincre le lecteur du bien-fondé de définir un élément premier dans

un demi-groupe multiplicatif abélie®’ et non pas dans un anneau, comme c’est I'usage, grace a la défipigtdment

de E sera dit premier si et seulement sp = ab n’est possible qu'aveca ou bien b inversible("ou bien" désignant

le "ou" exclusif). Dés lors il devenait naturel de développer I'arithmétique factorielle(celle qui est "calée" uniqguement
sur la décomposition primaire unique) dans un demi-groupe ou il existe une décomposition primaire unique qui est appelé
pour cela demi-groupe factoriel.La suite est donc un cours d’'arithmétique factorielle developpé a partir de la structure de
demi-groupe factoriel ot I'on retrouve bien sdr toutes les propriétés traditionnelles d’'un anneau factoriel aprés quoi pour
rejoindre I'arithmétique polyndmiale qui elle nécessite la structure d’anneau on définit un anneau factoriel comme un anneau
commutatif unitaire intégre dont le demi-groupe multiplicatif est factoriel ce qui est équivalent a la définition traditionnelle
d’un anneau factoriel.On poursuit avec le théoréme de permanence de la factorialité de Gauss et on termine avec le critere d
'Eisenstein dans plusieurs versions qui permet de détecter les polyndmes premiers a une ou plusieurs indéterminées.

La lecture de l'article cité plus haut est conseillée pour tirer un profit optimal de ce travail.

Notations , définitions et rappels

acui est une abréviation pour anneau commutatif unitaire integre.

A étant un acui, A* désignera I'ensemble des éléments inversibles de A.On sait qu’alors
A[X;Joui =1an (n > 1)estaussiun acui et il est remarquable et trés utile de
savoir que(A[X;])* = A*(a cause de la régle des degrés) d’ou a¥¢E;| a la place
de A on aura ausgiA[Y;]|[X;])* = (A[Y;])* = A*

Dans un anneau polynémidl[X;] A désignera I'anneau des coéfficients(ou des sca-
laires) etX; les indéterminée®. € A[X;] sera dit primitif (surA) si ses coéfficients
n’ont pour diviseurs communs que les inversiblesAde

On noterad 4 le corps des fractions dé. P(A) désignera I'ensemble des premiers de
A etP(A[X;]) 'ensemble des polynémes premiersAleX;];on dira aussi polyndmes
premiers surd ou polynémesA-premiers.

On utilisera pour définition des éléments premiers d’'un anneau commutatif unitaire in-
tegre(acui) la suivante, pour montrer sa facilité d’usage, a savoir:

p € P(A) < V(a,b) € A> p=ab=> aoubienb € A* qui est encore équiva-
lente &p # O etp ¢ A* etD, = A*|JpA*(cf l'article cité au début).

On rappelle que "ou bien" signifie ou exclusif

On rappelle aussi lhéoréme de caractérisation des polynémes premiers dé[X;]

ou A est un acu{preuve dans l'article cité au début).

Les polynémes premiers d&/X;] sont

le les polynédmes CONSTANTS quand cette constante est un premier de

2e les polyndmesP de degré 1 et primitifs qui ne peuvent s’écrir® = QR dans
A[X;] avecdeg(Q) > 1 etdeg(R) > 1.

Cas particulier: sd est un corpsP est premier dand[X;] < deg(P) > 1etP ne
peut s'écrireP = QR dansA[X;] avecdeg(Q) > 1 etdeg(R) > 1.
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Polymorphie des polynémes a plusieurs indéterminées

A étant un acui et n un entier supérieur ou égal a 2 on nateXa| 'anneauA[ X, X5,... X, ]
des polyndmes a coéfficients dans A et iadéterminées.

Soit P un polyndme del[X;].On entend par polymorphie le fait que I'on puisse alors
considérer par exemple P comme un polyndme en les indétermihéesX,, , & coéf-
ficients dansA[X,41,...X,] Sip =1 an — 1 ou a coéfficients dand sip = n .

P peut donc étre interprété comme un polyndme’de 1 facons c’est a dire d’autant
de facons qu'il y a de choix de parties non vides dans I'ensemble des indéterminées
{X:..X,}.

Au choix de la partig X5,X3} pour les indéterminées principales correspond l'inter-
prétation de P comme polyndme déX,Xy,... X, ][X2,X3].

Exemple (en mettant entre parenthéses les coéfficients autres que 1 et -1):

1 P=X+05B)X%Y -X3Z"+Y?cZ[X,)Y,Z]

P=(X+5X?Y +Y?)+ (-X3)Z" € Z|X Y] [Z]

SO W N

Y2)+ X + (5Y)X?% - X377 € Z[Y][X,Z]

7T P=(-Z")X*+Y?+ X+ (5)YX? € Z[Z][X Y]

Ici il y a 3 indéterminées:X,Y,Z soit n=3;on a hied — 1 =7

interpétations possibles pour P.

L'intérét de cette polymorphie est que si P est premier pour une des
interprétations possibles il I'est aussi pour toutes les autres(cf théoréme 1)

Ceci permettra d’envisager P comme un polynéme a une seule indéterkieéee
pouvoir éventuellement lui appliquer le critere d’EISENSTEIN(traité dans la suite)

Par contre un polyndm® € A[X;] pourra étre primitif pour une
interprétation et pas primitif pour une autre:

P=X?+ XY + X3Y? € Z|X,Y]; P est primitif surZ alors que
P=(X?)+(X)Y + (X?)Y? € Z[X][Y] n’est pas primitif SUZ[X].

Choisissons une partie E non vide de {1,2,3,...n} et soit S sa complémentaire de fa-
con a ce que leX, poure € E désignent les indéterminées principales etNggpour
s € S les secondaires en convenant que pour () A[X] = A.

Théoreme 1 P € P(A[X;]) <= P € P(A[X,][X.])

Démonstration si S = ) 'équivalence est triviale sinon:

(=)

Soit P=QR dansA[X;][X.] .Q et R sont aussi des polyndmes 4EX;] donc on a
P=QR dansA[X,] et commeP € P(A[X;]) on a Q ou bien R= (A[X;])* = A* =
(A[X][X])* d’'ou P € P(A[X;][X.]) etidem pour la réciproque.

Autre aspect de la polymorphie: tout polyndme P & n indéterminéd$Xxig peut aussi
étre considéré comme un polyndme a n+1 indétermingeXs,..X,,,T ou plus.

Et la primalité du premier polynéme entraine la primalité du deuxiéme.

Théoréme 2 P € P(A[X;]) = P € P(A[X;,T))

Démonstration Soit P = QR dansA[X;,T].CommeP € P(A[X;]) P # 0doncP
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aun degre donc aussiundegré en T dley . (P) = deg,. (Q)+deg, (R) = 0 et par
suitedeg|,. (Q) = deg|,.(R) = 0i.e.Q etR € A[X;], onadonc® = QR dansA[X;]
et commeP € P(A[X;]) on aura@ ou bienR € (A[X;])* = A* = (A[X;,T])* ce
qui prouve bien qué® € P(A[X,;,T]).

Remarquesoit P € P(A[X;,T]) si on spécialise I'indéterminég par
T =t € A on obtient un nouveau polyndbm@ < A[X;] mais en généraP; ¢
P(A[X;]).Exemple:P = X? — T € P(A[X,T]) vu queP en tant que polyndme de
A[X][T] estde degré 1 et primitif sut[X](cf théoréme de caractérisation des premiers
de A[X;] ou A est un acui),pourtantavéc= 1onaP; = X?>—1= (X +1)(X - 1)
doncP; ¢ P(A[X]).

Dans la suite¢demi-groupe" voudra dire demi-groupe abélien multiplicatif.

Relation d’association dans un demi-groupe
Soit un demi-groupd et la relation d’association,notée, définie par
a~b < Jec E* a=c¢b.
Il est clair que c’est un relation d’équivalence.
Cette relation est compatible avec la multiplication et ainsi la structure de demi-groupe
multiplicatif abélien deF passe au quotient dafy ~
Eneffeta ~betx ~y = Jeetd € E* a=cbetx =0y douax = (ef)by or
€ € E* doncax ~ by
remarquevp € P(E) Ve € E* ep € P(E) le.
"'associé d’ un premier est premier"
En effet soitep = ab dansE on ap = ¢ tab = (¢ 'a)b et commep € P(E) on a
¢ laoubienb € E* i.e.aoubienb € E* d'oliep € P(E).
Par contre siE est le demi-groupe multiplicatif d’'un acui cette relation n’est pas
compatible en général avec I'additid®e que I'on peut vérifier ave®& = Z d’ou
E*={-1,1}
5~ 5et—3 ~ 3 pourtants + (—3) £ 5+ 3

Dans le demi-groupe multiplicatif/ ~ les éléments(classes) premiers sont les classes
des éléments premiers d€preuve dans le théoréme 3).

La primalité étant "calée" sur l'inversibilité précisons les inversibles de

(E/ ~). Ce sont les classes des inversiblefde

En effeta inversible dansF/ ~ <= Jb € E/ ~ @b = 1 autrement ditub et 1

sont associés d'ou il existee E*  tel queab = €l = ¢ € E* ce qui entraine est
inversible dangv.
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Réciproquement a inversible das— 3b ¢ £ ab=1 = ab =1 =— ab =
1= aestinversible dang/ ~.

Théoréme 3 “La relation~ respecte la primalité"
pEPE/~) < peP(E)
p désigne bien sir la classe deup € £

Démonstration (=>7)

Soitp € P(E/ ~), si on écritp sous la forme» = ¢r dansE en passant aux classes on
aurap = gr soit grace a la définition de la multiplication dafg ~ p=qr et
commep € P(E/ ~) on aurag ou bient € (E/ ~)* c'est a direg ou bienr € E*
car les inversibles d&/ ~ sont les classes des inversiblesideomme il a été vu
précédemment.

Donc, si on écrip = ¢r dansE alorsq ou bienr € E* i.e.quep € P(E)

(<=7

Soitp € P(E), sion écritdansl/ ~ p = gr alorsp = gr Cc'est a dire
p=¢€(qr) avece € E* soitaussp = (eq)r etcommep € P(E) on en déduit
queeq ou bienr € E*  ce qui revient &G = g ou bienr € (E/ ~)* vu quee = 1.
En résumé poup € P(FE) si on écrit dansE// ~ p = gr on ag ou hien
7 € (E/ ~)*doncp € P(E/ ~) et ceci achéve la preuve du théoréme 3.

Théoreme 4 A étant un acui ayant des éléments prentig(st) # ()
Vp € P(A) Va € A on alalternativep|a ou bienp est premier avec a(i.e.tout divi-
seur dep eta est inversible)

Démonstration En effet:

Sip|a cqfd.

Etsip fa commeD, = A* | pA*(cfles rappels) un diviseutdep eta est forcément
inversible sinoni serait un associé dequi diviseraita et par conséquentdiviserait
aussia d’ou une contradiction.

Théoreme 5 A étant un acui ayant des éléments prentig(st) # ()

"Dans un acui 2 premiers non associés sont premiers entre eux"

Soientp;,p; € P(A) avecp; # p, alorsp; est premier aveg,

En effetD,, = A*|Jp1A* et idem pourp, d’ou sid divise p; etps alorsd est for-
cément inversible sinon ,comm#p; d serait un associé dg; soitd = ep; qui
diviseraitp,.On aurait alors :

e Soitep; € A* et alorsp; serait inversible d’ou une contradiction

e SOitep; € po A* et alorsp; etps serait associés d’oll encore une contradiction.
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DEMI-GROUPES FACTORIELS

On sait combien est fondamentale 'UNICITE de la décomposition primaire dans
le demi-groupgN,x) mais en général ce n'est pas le cas dans un demi-goupe quel-
conque.Exemple dar{&,x) on a—15 = (—3).5 = 3.(—5) or si on convient d'utiliser
uniquement les premiers positifs on récuperera
l'unicité: —15 = (—1).3.5; —1 étant un facteur inversible.

Aussi comme la classe des associés d’'un prepieest formée que de premiers on va
choisir dans chacune de ces classes un représentant et on obtient ainsi un efsemble
appelé systeme représentatif des premierg de

Définition (en s’inspirant deN):
On dira qu’'un demi-groupgF x) est factorielsi et seulement s'il admet un élément
absorbant noté 0, des premié?$E) # 0) et si tout élément NON NUL d& admet
une décomposition primaire unique aprés choix d’'un systéme représentatif des élé-
ments premiers d&.Autrement dit I'application:
E*XN®) 5 (€,(ap)pes) — €[[,esp™ € E '\ {0} est une bijection obi(*) désigne
'ensemble des familles d’entiefs,,),,c s indexées pap € .S dont tous les termes sont
nuls sauf un nombre fini.
Tout élément: € £ NON NUL s’écrit donc de maniére unique sous la forme

Q) a = €, ][5 p*(c’est la decomposition primaire de
On notera que la décomposition primaire d’un élément inversible est réduite a lui-méme
avecvp € S o, = 0.0n dira que, est le facteur inversible depuis quec,, est la
valuation deu relative ap que I'on noteraval,(a).

Exemples:
¢(N,x) est un demi-groupe factoriel.
N n’a qu'un seul inversible:1 donc on n’a pas le choix, le seul systeme représentatif
des premiers possible eSt= P(N).
L'existence et l'unicité de la décomposition primaire sont bien connues et se justifient
en utilisant la relation d’ordre totat: dansN.
La décomposition de 1 étant 1 lui-méme.
¢(Z,x) est un demi-groupe factoriel.On sait gzie = {—1,1} et que pour la relation
~ la classe du premieps estp = {p, — p}. Dés lors on peut choisir pour chaque
classe le premier 0 soit |p| on obtient ainsi un systeme représentatif des premiers de
Z noté S et S = P(N).Dés lors I'application d&*xN(®) — 7\ {0} définie par
(e,(ap)pes) — €[], P est bijective.
DoncVYa(nonnul) € Z a s'écrit de maniére unique sous la forme:

a = €, Hpespo‘p

On remarque que 1 et -1 ont pour décompositions primaires eux-mémes
Quelques décomposition primaires:
—150 = (—1).2.3.52 1=1 63 = (+1).32.7 —-1=-1
On appellearithmétique factorielle la partie de I'arithmétique qui est "calée" sur la
décomposition primaire uniqueet dont le cadre naturel est le demi-groupe factoriel.
Ce qui suit est un cours d'arithmétique factorielle
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Arithmétique dans un demi-groupe factoriel (A,x)

Proposition O: "tout élément non nul est simplifiable”
V(ab,c) € A2 a#0etab=ac=b=c

Démonstration Sib = 0 il est clair quec = 0 et on a bierb = c.ldem sic = 0.
Sib etc ne sont pas nuls alorsb,c admettent des décompositions primaires d’ou avec
des notations évidentes les décompositions primaire$ deac donnent

€a€p § paerBp = €q€c E pOéer’Yp

peS peS

d’ou grace a l'unicité de la décomposition primaire of,a, = €,€. SOite, = €. et
aussio, + 5, = ay, + 7, SOit 5, = 7, et donch = c.

Proposition 1:
a etb étant non nuls on aura:= €, [[,c s p°* €tb = e, [[,c s p° alors
alb <= vpe S ap < B, &< Vpels valy(a) < valy(b)

Démonstration C’est clair avec I'unicité de la décomposition primaire.

Alors il estimmédiat que/(a,b) € A% albetbla < a~b

En effet I'implication(<=) est immédiate vu que 2 éléments associés se divisent mu-
tuellement et réciproquemedt= bq etb = ar = ab = abgr or ab # 0 doncab est
simplifiable d’oul = ¢r et ainsiq etr sont inversibles.

Proposition 2:
"Tout élément non inversible € A admet un diviseur premier."

Démonstration Sia = 0 c’est clair car tout premies|0

Sia # 0 alorsa admet une décomposition primaire comme (1) alors

Hpesp("P # 1 sinona = ¢, € A* et une contradiction d’ou um, au moins n’est pas
nul etpla.

Soity : A\ {0} — A* définie parp(a) = ¢, le facteur inversible de dans (1).

Proposition 3:

V(ab) € (A\{0})> VOe€ A*ona:

v(ab) = p(a)p(b) a cause de I'unicité de la décomposition primaire
o) =0

Démonstration c’est clair.
Définition On appellera "élément simpleout élément: non nul deA tel quep(a) =
1. Les éléments simples désont :1 et les produits finis de premiers$le

Exemple:dan& les éléments simples sont les entiers positifs si P(N).

Proposition 4:
"Toute classe des associés d'un élémenon nul contient un élément simple."

Démonstration En effeta = {ea \ ¢ € A*} alors sie = p(a)~! on aca qui est un
élément simple del vu queg(ea) = p(e)p(a) = ep(a) = 1.
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Exemple:1 est I'élément simple d& = 1.
On posel,, = {1,2,3,...,n}
Définition : (un)pgcd et (le)PGCD
Soitay,aq,as,....a, des éléments dd(n > 1);on dira qued est un plus grand com-
mun diviseur deg; si et seulement si d divise tous leset si tout diviseur des; divise
d.On notera alord = (un)pgcd(a;) oud = pged(ay;).

Existence dans tous les cas duged(a;)

Sitous lesz; = 0 alorspged(a;) = 0 et réciproquement.C’est facile a vérifier.
S’il existe aumoins un; # 0,s0it] = {i € I,,/a; A0} etVi € I a; = €, Hpes per.
PosonsD = [[ s p OUc;, = Min;er(ay,) alors D est unpged(a;) car D divise
bien sar les:; = 0 mais aussi les autres, vu que
Viel VpelS o< a; (proposition 1).De plus tout diviseurdesa; divise les
a; #0dold #0etsid=es[],qp° onaura
viel VpeS 0, <a,etparconséqueip € S 6, < a; soitd|D
On peut remarquer quB est simple dong (D) = 1.

Proposition 5: "Deux pgced(a;) sont associés."

Démonstration En effet sid etd’ sont deuxpged(a;) alorsd divise lesa; doncd di-
vised' qui est unpged(a;) et de maniere symétriqué divise d et finalement] et d’
sont associés.Dés lors si un dgsau moins n’est pas nul chaquecd(a;) # 0 donc
la classe des associés ggd(a;) admet un élément simple qu’on appell@ plus
grand commun diviseur des et que I'on notera®GC D(a;) et qui n’est autre que le
D précédent vu que(D) = 1.

PGCD(a;) = [[ e p™™ ' ®) 001 = {i = 1an/a; # 0} avecl # 0.

Définition :
On dira que des élémenis,as,...a, (n > 2) de A sont premiers entre eux si et seule-
ment si les seuls diviseurs communs desont les inversibles dd.

Proposition 6:
ay,as,...a, Sont premiers entre ews (un)pged(a;) € A* < PGCD(a;) =1

Démonstration La 2™ équivalence étant évidente montrond 1&¢. Si lesa; sont
premiers entre eux comme wgcd(a;) est un diviseur deg; nécessairement chaque
pged(a;) estinversible. réciproquement si pied(a;) est inversible comme tout divi-
seur commun des; divise cepged(a;) donc ce diviseur commun est inversible aussi
et lesa; sont bien premiers entre eux.

Proposition 7:
Si lesa; ne sont pas tous nuls et qiGCD(a;) = D alorsD # 0 et les% sont
premiers entre eux i.e. qUeGCD(%) = 1.

Démonstration En effet commeD divise lesa; posonsa; = Dg; .Soitd un diviseur
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des® = ¢; alorsq; = dk; d'ou a; = Dgq; = Ddk; donc Dd divise lesa; et par
conséquent ausstGC' D(a;) = D soitD = Ddr;on simplifie parD # 0 (proposition
0) et I'on obtientdr = 1 d’ou d est inversible i.e. Ie$; sont premiers entre eux.

Proposition 8:
Si tous lesz; ne sont pas nuls et # 0 alorsPGCD(m.a;) = €,,}.m.PGCD(a;)

Démonstration Toujours aved = {i € I,,/a; # 0} et des notations évidentes on a
Yiel ma; = €néq, Hpesp“l""o‘; d'ou PGCD(ma;) = Hpesp% ou

Vpe S ap=Minicr(up + ab) = pp + Minger ()

Dot PGCD(ma;) = [[eqp»™Mmer@) = T op» [T esp
(e,;,1)m.PGCD(a;) cqfd.

I\/[in,;ef(a;)

En particulier sim est simple i.e¢,, = 1 alorsPGCD(m.a;) = m.PGCD(a;)
De plus il est clair quéun)pged(m.a;) et (un)pged(a;).m sont toujours associés ce
qui est encore vrai sh = 0 ou si tous les; = 0 vu que0 ~ 0.

Définition :(un)ppcm et (le)PPCM

Avec les notations qui précédent on dit quee A est un plus petit commun multiple
desa; si et seulement si/ est un multiple des; et si tout multiple commum desa;
est multiple deV/.0On noteraM = (un)ppcm(a;)

Proposition 9: "Existence dans tous les cas d'pwrm(a;)”

Démonstration ¢Si un desa; est 0, tout multiple de 0 étant 0, alors seul O peut étre
ppem(a;). On vérifie facilement que dans ce cas 0 est bieppm(a;). Réciproque-
ment sippcm(a;) = 0 alors un des; est 0.Sinoru; as...a,, serait un multiple non nul
desa; donc un multiple dgpcm(a;) = 0 d’ou une contradiction.

eSinon tous les; sont non nuls et admettent donc une décomposition primaire unique
a; = €q, .Hpespfé.SoitM = [Lesp™evicm (e3) alors M est unppem(a;). En effet

M est bien multiple des; car

VpeS Viel, Mazxr,(a),) > aldoncVie I, a;|M(proposition 1).

De plus sim est un multiple des; alors oum = 0 et M|m

ou bienm # 0 et commem = ¢, Hpesp“v est multiple de chacun deg on a
VpeS Viel, p,>a,etdoncvp e S p, > Mawier, (o) SOt M |m.

Proposition 10:
Deuxppcem(a;) sont associés.

Démonstration En effet soitm etm’ deuxppem(a;).

m = (un)ppem(a;) doncm estun multiple des; donc il sera multiple den’ qui est
aussi(un)ppem(a;) doncm’|m et par symétrie du role de etm’ on auram|m’ et fi-
nalementn etm’ sont associés.Dés lors si aucun deg’est nul la classe des associés
d’'un ppem(a;) contient un élément simple qu’on appellera le plus petit commun mul-

tiple desa;, on le notera PC' M (a;),c'est leM précédent soit = [ 4 p™“*i<'n ()
vu quep([], g p™ m e (r)) = 1.
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La clé de voite de I'arithmétique factorielle est la décomposition primaire unique
et ses conséquences comme les théorémes de Gauss et d’Euclide.

Théoreme de Gauss:

V(ab,c) € A3 a est premier aveb eta|bc = a|c

Commeq est premier avet alorsa etb ne sont pas tous les deux nuls.

albc <= Ide€ A bc = ad

Sia = 0 alorsbc = 0 et comme) # 0 on ac = 0 et doncalc

Sib = 0 commea est premier avebs alorsa # 0 eta est inversible(sinom, d’'apres
la proposition 2,admettrait un diviseur premier qui diviserait adsst b d’ou une
contradiction).Done|c vu quec = a(ca™!)

Sic = 0 alorsalc

Si enfina,b etc sont non nuls alorée etad ont la méme décomposition primaire d’ou
apres simplification des facteurs inversibles et avec des notations évidentes

Hpﬁp Hp’YP — Hpap Hp‘sp

peS peS peS peES

d’'ou

Bp + vp = o, + §, Ce qui impliquevp € S a; < 7y, Sinon

il existeraitp € S tel quea, > v, > 0 d’'ol o, > 0 et alorspla et puisg, =
(ap —vp) + 0p > ap — 7 > 0 S0It 3, > 0 et alorsp|b.

On aurait alorg premier donc non inversible qui diviseraitetb d’ou une contradic-
tion.

Finalement on a bievp € S ap < 7, ce qui impliquea|c d'aprés la proposition
1.

Théoreme d’Euclide:
V(a,b) € A2 VpeP(A) plab= plaoupl|b

En effet sia oub = 0 c’est clair carp|0.Sinon,sia eth # 0 alors
p ne divise pass = val,(a) = 0 et alorsp|ab = val,(ab) = val,(a) + val,(b) =
0+ val, (b) = valy(b) > 1 = plb.

Voici quelques résultats classiques d'arithmétique factorielle dans un demi-groupe fac-
toriel,en plus des précédents, sous forme de propositions concernant des éléments
b1,ba,...,b, de A tous non nulOn poseraB = b1 bs...b,,.

proposition 11:
b1,ba,....b, premiers entre eux= Yp e S Jie I, ={1,2,3..n} waly(b;) =0

(=7

Sinondp € S Vi € I, waly(b;) # 0 et alorsp diviserait lesb; d’oul p serait inver-
sible ce qui est contradictoire.

(<=7

Sinon il existerait un diviseur non inversible desdonc aussi un diviseur premier
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p(proposition 2) d’ot on auraiti € I, wval,(b;) # 0 et une contradiction.

Proposition 12:
Vi € I, aestpremieravel; = aestpremieraveb;bs...b,

Démonstration Sinon il existerait un diviseur premigrdea etb, by..b,, Or p|b1bs...b,
= valp(b1be..b,) = valy(bi) + valy(b2) + ... + valy(bs) > valy(p) =1 = Fi €
I, waly(b;) > 1 = p|b; mais alorg diviseraita etb; d’ou une contradiction.

Proposition 13:
Si lesb; sont premiers deux a deux aldtgn)ppem(b;) = biba...by,.

Déemonstration Vi € I,, b; # 0 doncbh; admet la décomposition primairg; =
€b; Hpes pB;

alorsVp € S les 3, sont soit tous nulsoit tous nuls sauf ursinon

3(i,j) € I} i # jetp, > 0ets3] > 0douon auraitp|b; etp|b; ce qui contredirait
I'hypothese.D’oul avec des notations évidentes et pountdansS ona) ;. ; B;’, =0
ou bien)" | 8 = 3> > 0.

Alors B = b1bs...b,, est unppem(b;) i.e.B est un multiple des; ce qui est clair et tout
multiple o desb; est un multiple de3.

En effet sia = 0 alors Bla et sia # 0 alorsa = ¢, [ [ 5 p*”

etvi€ I, bila=VpeS Viel, B,<a

Dés lors) " | 3} soit est égal & et alors)_" | 3, < oy, SOItY." | i = B et la
encore) " | B = Biv <

Finalementyp € S ", 3, < o, = Bla carval,(B) = valy(bibs..by) =
Sy B < oy = valy(a)

Proposition 14:
Si lesb; sont premiers deux a deux alors g@ssont premiers entre eux.

Démonstration En utilisant les notations précédentes on a

viet, 7 =[1b=ATa) TIAT#* = [ e T

J#i J#i J#i peS J#i peS

avecy, = ..,

Si d est un diviseur de§i d n’'est pas nul,il s’écriti = 6Hpesp5P et alorsVp €
S Viel, 0, <7}(2)

Comme lesh; sont premiers deux a deux on a vu dans la proposition 13vgue
S Y B, =0oubieny " Bl = g

e si> i, B, = 0lespj, sont tous nuls d'oty;, = >>7 ;) = 0 et donc d'apres
(2) 6,=0

esiy ' B =g alorsVj #ig () =0doluyl = D itio ) = 0 etdonc d'apres
(2) aveci = i 0p =0

Finalementyp € S 4§, = 0 c’est a dire quel est inversible et donc que Ie‘% sont
premiers entre eux. '

Cette proposition 14 est utilisée dans un théoreme fondamental d’algébre li-
néaire:le théoréme de décomposition des noyaux.
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Proposition 15:
b= (un)ppem(b;) <= Viel, bbet Iesﬁ sont premiers entre eux.

Démonstration (=>7)

b = ppecm(b;) donc par définitiorb est un multiple de$; i.e. queVvi € I,, b;|b et
doncvie I, VpeS 5; < B, sion pose = ¢, Hpespﬁ” vu queb # 0.

Par I'absurde,si Ie#i n'étaient pas premiers ils admettraient un diviseur non inversible
donc un diviseur premigrn(proposition 2) d’ou on aurait; € I,, p\b% = val,(p) <

valp(b—bi) soitl < 3, — 3,
Orb = (un)ppcm(b;) estun associé dBPC M (b;) et par construction dB PC M (b;)
onag, = mazcr, 3, = B} d’'olion aurait3, — 5 = 0 ce qui contredirait I'négalité
précédente pour= iy. Finalement Ie% sont bien premiers entre eux.
(<=?) ”
Vi € I, b;|b donch est bien un multiple defs.Il reste @ montrer que tout multiple
desb; est un multiple dé.
Sim = 0 alorsm est bien multiple dé.

Sim # 0 alors posonsn = ¢, Hpesp“p.Comme lesh; divisentm on aVi €
I, VpelsS ﬁ;; < tp
De plus Ies;%i sont premiers entre eux d’ou d'apres la proposition 11

vp €S EIZ0 € In Ualp(%) = 'Ualp(b) — ’l}alp(bio) = ﬂp — ﬂio =0

p
Doncvpe S digel, [,= ﬁ;‘,ﬂ < u, d’olblm i.e. quem est bien multiple dé.

ANNEAUX FACTORIELS

| ANNEAUX FACTORIELS]

On appellera anneau factoriel tout acuilont le demi-groupéA,x) est factoriel i.e. un
acui ayant des premief8(A) # 0) et pour lequel il existe une décomposition primaire
unique pour tout élément non nul deaprés choix(axiome du choix) d’'un systeme re-
présentatifS des premiers de A.

Autrement dit I'application det*xN(®) dansA \ {0} définie par

(€,(ap)pes) — €]],c5 " est bijective.

Tout élément non nul ded s’écrira de maniére unique sous laforme: ¢, [[ .o p*7.
Dans ce chapitre,sauf avis contrairedésignera un anneau factoriel

LES PROPRIETES PRECEDENTES D’'UN DEMI-GROUPE
FACTORIEL SONT BIEN SUR VALABLES DANS UN ANNEAU FACTORIEL.
ELLES CONSTITUENT LARITHMETIQUE FACTORIELLE.

Proposition 16:
"caractérisation des éléments premiers d’un anneau factoriel grace aux idéaux"
p € P(A) < pA estun idéal premier non nul(i.el/pA est un anneau intégre et

pA #£0).
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Démonstration (=>7)

D’abordpA # 0 carp.1 = p € pA etp # 0 vu qu'il est premier.

Ensuiteab € pA = p|ab d’ou commeA est factoriep|a ou p|b(théoréme d’Euclide)
soita € pA oub € pA et ainsiA/pA est bien intégre.

(«<=7) Cette implication est vraie hors factorialité de 'anneau.

Soitp = ¢qr dansA alorsqr € pAd'olq € pAour € pA

eSiq € pA alorsq = pa etp = par puisp(l — ar) = 0 et commep # 0 (sinon
pA = 0) on aar = 1 etdoncr € A* alors queg ¢ A*(sinon comme; = pa et

a € A* on auraitp € A* doupA = A et A/pA serait I'anneau nul ce qui contredirait
l'intégrité de A/pA) .En résumé on aou bienr € A* i.e.p € P(A).

eSir € pA on procéde de maniére analogue.

Proposition 17: "écriture simplifiée des éléments @g"

Tout elément de) 4 s'écrit de maniére unique sous la forrfieou b est un élément
simple etPGC D(a,b) = 1.

Démonstration e Si %(;é 0) € Q4 alorsN et D ont une décomposition primaire
qui permet de simplifier les facteurs premierstieommuns aux 2 décompositions et
d’'obtenir%.0n peut écrire en décomposangt d:

. €n Hpespup _a

n
d €d Hpesp51) b

ola = (e".egl)]_[pesp’“p eth = Hpesp5p; b est bien simple et il est clair que
PGCD(a,b) =1 vu quea etb n'ont aucun diviseur premier commun.

Prouvons maintenant I'unicité.

Si§ = ‘g— avech et b’ simples ainsi que?GCD(a,b) = PGCD(d',b') = 1 alors
abl = a’bd’'ou ala’b et comme: est premier avekon aa|a’(théoréme de Gauss) et de
méme on a’|a,finalement: eta’ sont associés i.e. qu'il existec A* tel quea’ = ea.
Oral = a'b = p(ab') = p(a'b) = p(a)p(t) = p(a’)p(b) or p(b) = p(¥') = 1
vu queb etd’ sont simples d'otp(a) = ¢(a’) = p(ea) = p(e)p(a) = ep(a) soit
v(a) = ep(a) et enfine = 1 vu quep(a) est inversible.

On a donce = a’ d'oti ab’ = ab et commea # 0 a est simplifiable en vertu de la
proposition O;par conséquent= b’ et on a bien 'unicité annoncée.

e Si & = 0 alors on convient de I'écriré = Y ol I'on constate bien que 1 est un
élément simple ePGCD(0,1) = 1.

Finalement on a bien I'unicité de I'écriture simplifiée des élémentg ge

Remarquetout élément: de A est aussi dang 4 et a ce titre son écriture simpli-
fiée seran = ¢ le 1 étant bien un élément simple2GCD(a,1) = 1

Exemple:avecA = Z on a@Q4 = Q et les éléments simples d&sont les entiers
positifs(SiS = P(N)).

VAnr ; 1400 _ 23527 _ 227 —28
L'écriture simplifiee de—5-=5 = 52547 = 557 Sera donc".
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Théoréme de permanence de la factorialité(Gauss)

A est un anneau factoriel= A[X] est un anneau factoriel.
(En fait Gauss a montré qu& X était factoriel.)

On adoptera pour les polynémes non nulsAdJ&’] la notation:

P=po+pi X +pX?>+ . .ppX"€tQ =qy+ X +¢@X>+ ..q: X" etc...

Ces écritures supposent quie # 0 etgi # 0 donc tous les coéfficients de ne sont
pas nuls et ainsPGC D(p;) existe méme si certains dgssont nuls.

Définition :

P ¢ A[X] sera dit primitif si et seulement si les seuls diviseurs des coéfficients de
sont les inversibles dé ce qui revient & # 0 et PGCD(p;) =1

c’est immédiat avec la proposition 6.

Lemme de Gauss:
P et@ primitifs = P(Q est primitif.

Démonstration e Si P ou () est constant, par exemple, alors P constant et pri-
mitif implique P est inversible sinorP serait non inversible,il admettrait donc un
diviseur premier(proposition 2)qui bien sir ne serait pas inversible d’ou une contra-
diction. P étant inversible on ap = ¢(P) = P.De plus commeP est primitif on a

P # 0 etidem pourQ doncPQ # 0 d’ou d’apres la proposition #GCD(Pgq;) =
ep'.P.PGCD(q;) => PGCD(Pg;) = P~'P = 1i.e. PQ est primitif,

¢ Si P et@ ne sont pas constants

Par I'absurde,sP@Q n’était pas primitif ses coéfficients admettraient un diviseur non
inversible qui admettrait lui-méme en vertu de la proposition 2 un diviseur premier
p;des lorsA/pA serait integre(proposition 16) ainsi que/pA)[Y] Soit ¢ I'applica-

tion définie par

AX]2 P=po+p X+ .0, X" +— Do+p1Y +..p,Y" € (A/pA)[Y]

C'est clair quep(PQ) = ¢(P)o(Q).

On aurait¢(PQ) = 0 car p diviserait tous les coéfficients deQ or ¢(P) # 0 et
#(Q) # 0 carp ne divise ni tous les coéfficients d&ni tous ceux de) car P etQ

sont primitifs d’ou la contradiction, vu 'intégrité ded/pA)[Y].

Définition :contenu d'un polynéme

On rappelle que) 4 désigne le corps des fractions deOn notera conformément a
I'usage} pourcl(%).

Si un polyndmeP € Q 4[X] peut s’écrire sous la formeé = ¢ P’ avec

2 € Qa\ {0} etP’ € A[X] primitif on dira que} est un contenu d& et alors né-
cessairemenP = 0 car P’ est primitif doncP’ # 0.Le polynéme nul n’a donc pas de
contenu et un contenu n’est pas nul par définition.

Proposition 18:
"Deux contenus d’'un polyndéme non nul @e;[X] sont associés sut"

Démonstration P = § P’ = §P" = Je € A* =€

Si on notep;, les coéfficients dé’ etp; ceux deP” commea,b,c,d sont tous non nuls
lesadp ne sont pas tous nuls ainsi que bep;’.On peut alors appliquer la proposition
8 etadP’ = beP" = PGCD(adp;) = PGCD(bep!!) puise,, .ad.PGCD(p,) =
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€. -be. PGCD(p!) soite, | .ad = €. .be CQFD.

On va montrer que tout polyndme non relle @ 4[X| admet un contenu.
PosonsP = pg + p1 X + ... + p, X™ € Qa[X].D’'apres la proposition 17 toyt;
peut s'écrire de maniére unique sous la foppe= g— avecPGCD(a;,b;) = 1 etd;
qui est simple.Comme tous léssont non nuls on &/ = PPCM(b;) # 0 et sion
poseVl = b;c; alorsp; = ‘;— = ‘;5 = @2z dou
P=%%0 4+ 80X+ X" = L(apco +arc1 X + ... + apc, X™)
PosonsD = PGCD(aic;) d'ou PGCD(*5%) = 1(proposition 7) et
P =D (w0 ey | 4 i xn) = D plavecP’ € A[X] primitif.

Quant é% on dira que c’est LE contenu deet on le notera’p.
D et M étant simples on aura(D) = (M) = 1.
Si P € A[X] est primitif alorsCp = 1 car pouri =1an b; = 1donc

S

M = PPCM(b;) =1

etD = PGCD(Cchl) = PGCD(pq) =1 carp; = % = a; = a;c; VU queM = b7C7
donnel = 1¢; soite; = 1.

Théoreme des contenus:
Pour tous polyndme® et@ NON NULS de@ 4[X] onaCpg = CpCq

En effet poson<p = 7,0 = § etCpq = ? avecP = CpP',Q = CpQ’ et
PQ = CpgoR’ ou P ,Q',R sont primitifs dansA[X].

OnaPQ@ = CpgR' = CpP'CqQ' ouCpgR' = CpCqP’'Q’ d'ou d'aprés le lemme
Gauss et la proposition H € A* Cpg = eCpCq ce qui donne

; = ep 5 dolebd = eacf et vu quea,b,c,d,e, f sont simples

p(ebd) = p(eacf) soit p(e)p(b)p(d) = @(e)p(a)p(c)p(f) puisl = ¢(e) et enfin

e = 1 d’ou le résultat annoncé qui se généralise bien sdr pour 3 polyndmes ou plus.

Proposition 19:valable dans un acul quelconque, hors factorialité.
"Les premiers constants dgX;] sont les premiers dg"
P € P(A[X;]) etdeg(P) =0 < P € P(A)

Démonstration («<7?)

En effet soitP € P(A) et P = QR dansA[X;].CommeP #0ona@ #0etR #0
d'oudeg(P) = deg(Q) + deg(R) =0 = QetRe A

or P € P(A) et par conséqueld ou bienR € A* = (A[X;])* soit P € P(A[X;]).
(=7)

Soit P € P(A[X;]) etdeg(P) = 0 doncP € A.Soit P = QR dansA donc dans
A[X;] commeP € P(A[X;]) on en déduit qué) ou bienR € A[X;]* = A* donc on
abienP € P(A).

Proposition 20:"Pour tout polynéme non constant et primitif d¢X] la primalité sur
A revient a la primalité suf) 4."
Pour tout polynd6me® primitif de A[X] avecdeg(P) > 10ona
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P e P(AX]) <= P e P(QalX))

Démonstration (=7)

Soit P = QR dans@4[X].0n aCp = CoCr = 1 car P est primitif. d'o0 P =
CoCrQ'R' = Q'R avec@ etR' € A[X]or P € P(A[X]) d'ol Q' ou bien
R € (A[X])* = A* par exempl&)’ € A* donc@ = CpQ’ estun élémént non nul de
Q 4 donc un inversible d€) 4 et de@ 4[X] alors quedeg(R’) = deg(R) > 1 vu que
deg(P) > 1d'ou R n’est pas inversible dar@ 4 [ X] et finalement? € P(Q4[X]).
(«=7)

Soit P = QR dansA[X] donc aussi dan§ 4[X].CommeP € P(Q4[X]) on aQ ou
bienR € (Qa[X])* = Qa \ {0} par exemplel € Q4 \ {0} doncdeg(Q) = 0 soit
@ € A mais alors la constant@ divise P qui est primitif donc@ € A* = (A[X])*
i.e.Q estinversible dand[X] alors queleg(R) > 1 vu quedeg(P) > 1 d’ou R n'est
pas inversible dand[X] et finalement?? € P(A[X]).

Pour prouver qued[X] est un anneau factoriel définissons un systéme représentatif
des premiers del[X].0On prend d’abord pour représentants des polyndmes premiers
constants ceux dg&,et pour les autres polyndmésavecdeg(P) > 1, on choisit dans

la classeP des associés dB le polyndme ayant son coéfficient dominant simple.On
obtient ainsi un ensemblE et alorsS U T est le systéme désiré.

Existence d'une décomposition primaire dat[s(].

Soit un polyndme NON NULP € A[X].On a doncP € Q4[X] qui est un
anneau euclidien vu qu@ 4 est un corps et donc un anneau principal(bien connu)
dont le systeme représentatif des premiers est formé des polynémes premiers UNI-
TAIRES.Ainsi P admet la décomposition primaire uniqi® = KP, P,...P, dans
Qa[X] o0 K € Qa \ {0} et lesP; sont premiers unitaires aveeg(P;) > 1.0r
P, = Cp, P! avecP! € A[X] primitif et donc P! € P(Q4[X]) vu queCp, # 0 et
P; € P(Qa[X]) implique C%_Pi = P/ € P(Qa[X]) d’'ou en vertu de la proposition
20 P! € P(A[X]). '

OnadondCpP’ = KCp, Cp,...Cp, P{ P;...P! d’ou d'aprés la proposition 18 il existe
6 € A* tel quedCp = KCp,Cp,...Cp, avecCp € Avu queP € A[X].D'ou P =
0CpP|P;...P,. Or pour touti = 1 an il existee; € A* tel que si on multiplie le coéf-
ficient dominant deP/ pare; on obtient un élément simple seitP; = P/’ € T.D'ou
P =0Cp(I[}, e )PPy ...PY. En posant = 0Cp([]/_, €; ') € A et en décom-
posantz dansA on obtienta = ¢, [ [, 5 p®» etalorsP = ¢, ([[,csp®")Pi' Py ...,
ce qui constitue une décomposition primaireftieclative as' U 7.
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Unicité de la décomposition primaire daA§X]|.

Soit deux décompositions d’'un méme polyndme NON NULAJ& ]
€[lpes ™ [per por =¢ [lpes P [Iper Pir(2)
CommeP € T il premier dansA[X],avecdeg(P) > 1 et son coéfficient dominamatp
est simple alors” est primitif(théoréme de caractérisation des premierd[d€;] ou
A est un acui).D’apreés la proposition 20 on en déduit fue P(Q4[X]) ainsi que
%P € P(Qa[X]) qui est est unitaire et qui est donc élément du systeme représentatif
des premiers d& 4 [X].

En remplacant partou? parap(-— P) dans(2) on obtient:

1

ar
’ 5/ ’ i

e[l,esp™ lper a?ﬂp(ﬁp)ﬁp =€ [Les P [lper app(ﬁp)ﬁp puis

e Mpes 7 Tlper a7 1 Hper(5 PP = [€ [es 2™ per o Tl per (5 P)P"
et compte tenu de l'unicité de la décomposition primaire dan&X| on tire que les 2
scalaires entre crochets sont égaux etyles ' Sp = [} soit:

€ Hpes P [ per agp =¢ Hpes P [l per azﬂﬁp
Apres simplification on obtient][ ¢ p*» = ¢ Hpespa;’ et vu l'unicité de la dé-
composition danst on entirevp € S «;, = a;, ete = ¢'.
Finalement on a bien l'unicité de la décomposition primaire d&ds]
relative as' U T'.L'application
AXNEXNT) 5 (e,(ap)pes),(Bp) per) — €lles P [pes PPr e A[X]\ {0}
est bijective.

Exemples:

eZ est un anneau factoriel et méme plus car il est euclidien donc principal.

Z* = {—1,1} donc les classes d'associés ont 2 éléments opposés sauf

la classe de 0.0n choisira comme systémeprésentatif des premiers @des positifs
soit.S = P(N).Il est clair que I'application:

Z*XNE) 3 (e,(ap)pes)  —  €[l,esp™ € Z\ {0} est bijective.

Preuve en s’appuyant sur la décomposition primaire uniqgueNans

Les éléments simples desont les positifs.

PGCD(0,0, — 75,45, — 60,0) = PGCD(0,0, — 3.52,3%.5, — 22.3.5,0) =
3Min(1,2,1)-5Min(2,1,1) =35=15

PPCM (39, — 54,0,128) =0

PPCM (75,45, — 60) = 2Ma(0,0.2) 3Maz(1,2,1) 5Maz(2,1,1) — 4.9 25 = 900
¢Z[X] est le "prototype" d’'un anneau factoriel car il n’est pas principal.

(Z|X])* = Z* = {—1,1} donc les classes d’associés ont 2 éléments opposés sauf la
classe de 0. On choisira comme systéme représentatif des pren#rs deensemble
SUT ousS estle systeme repésentatif des premier& deit.S = P(N)etT est formé
des premiers non constants dont le coéfficient dominant est simple i.e. positif.
Les éléments simples &€ X | sont les polyndmes a coéfficient dominand

Exemple de décomposition primaire da&&{s(] :
P = —502 + 7022 — 1502 + 210 = (—1)2.5(5x — 7)(2? + 3).P n'est pas simple.
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Il est trés remarquable que la factorialité d’'un aduse transmette a
anneauA[X] des polyndmes & une indéterminée gurD’ou de proche en proche
si A est factorielA[X;] est factoriel puisA[X;,X>] identifié &A[X;][X2] I'est aussi
...etcA[X1,X5,...X,,] est factoriel.
De plus,siA est un corps commutatif on sait qugX] est un anneau euclidien donc
principal et enfin factoriel(théorémes classiques).
Ainsi tout anneau de polyndméds$X;] a une ou plusieurs indéterminées et a coéffi-
cients dans un anneau factoriel ou un corps commuthtbt un
anneau factoriefjui,on va le voir dans le théoréme 6, ne pourra étre un anneau prin-
cipal que siA est un corps et s'il n'y a qu’une seule indéterminée.

Théoréme E A désignant un anneau factoriel ou un corpXetX,...X,, des indé-
terminéegn > 1)
A[X;] est principak—=> A est un corps et n=1.

Démonstration (=7)

D’abordn = 1 sinon soit 2 indéterminéeX; et X5 qui sont aussi 2 polynémes pre-
miers dansA[X;] vu qu'ils sont primitifs et de degré 1;de plus ils ne sont pas associés
donc ils sont premiers entre eux(théoréme 5) d'ou d’'aprés le théoréme de Bézout il
existerait 2 polyndme® et de A[X;] tels queX; P + X,Q = 1 ce qui est impos-
sible carX; P + X,@Q n’a pas de terme constant donc on a bies 1.

Il reste & montrer que si[X] est un anneau principal alorsest un corps.

En effet soita € A eta # 0 alorsa et X sont premiers entre eux car un polynéme
qui les divise est constant vu qu’il divise a et cette constante est inversible vu qu’elle
divise X .En appliquant Bézout il existe doitetQ € A[X]tels queaP + XQ =1

or X(@Q n'a pas de terme constant d’oul8i= py + p1 X + ... on aapy = 1 donc a est
inversible.CQFD

(<=7)

Pour un corps< il est bien connu qué& [ X ] est un anneau euclidien

montrons qu’alors il est principal. Sditun idéal de/ [ X].

Ily a 3 cas a étudier:

1. I admet un polynome non constgdbnc dans le cas contraifene sera formé que

de polyndmes constants d’ou les cas 2. et 3.)

2.1 n'a que le polyn6me constant ndibnc c’est bien un idéal principal

3. I contient un polynéme constant non puhlors Il) € K et p.;lj =1 € Idou

I = 1.K[X] et est bien un idéal principal.

Etude du cas 1.

NotonsP € I un polyndme non constant de degré minimum.

AlorsVM € I 3(Q,R) € (K[X])? M = PQ+RavecR = 0oudedR) <dedP).
C’est la division d’Euclide dé// parP d'ouontireR =0 (sinonR =M — PQ € I

ce qui contredirait la minimalité du degré de P.)

Par conséquent/ = P(Q) et donc/ C P.K[X]. Linclusion contraire étant évidente
on en tire quek[X] est bien principal. CQFD
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Le théoréme de permanence de la factorialité,de Gauss,en le répétant éventuellement
plusieurs fois, nous permet d’'affirmer quessest un anneau factoriel alors
A[X1,Xs,...,X,] est aussi factoriel pour tout > 1 d’ou il existe un systeme représen-

tatif des premiers(srdp en abrégé) AlgX;] pour lequel il y a décomposition primaire
unique.

Dés lors il est clair que pour tout autre srdp 4gX;] il y aura encore décomposition
primaire unique vu que 2 premiers représentatifs d’'une méme classe d’association sont
associés.

Par conséquent sut[X;] on peut choisir pour srdf | J7 ou .S est un srdp del qui
représente les polyndmes premiers constants & @st formé en choisissant dans
chaque classe des associés d'un polynéme premier non constant celui dont le dtol ad-
met un coéfficient simple.

Lemme Lemme’s de Gaus&’est le lemme de Gauss avec plusieurs indéterminées)
PetQ € A[X;] sont primitifs—  PQ est primitif.

Démonstration Un polynéme non nul commg& admet une décomposition primaire

P =ep[l,csp™ [1per PP alors
dire queP est primitif revientavp € S «, = 0 C’est clair.

Alors,siQ = eq [1,es 0% [Iper PP7 onauraaussip € S al, =0
d'o0 PQ = epeq [ pey PP *07) et PQ est bien primitif.

Proposition 20 (c'est la proposition 20 valable aussi pour les polyndmes
a plusieurs indéterminées a coéfficients dans un anneau factorgl

"Pour les polyndmes primitifs et non constants AgX;] la primalité surA revient
ala primalité suQ 4."
VP € A[X;]avecdeg(P) > 1et Pprimitif : P € P(A[X;]) < P € P(QalXi])

On peut définir le contenG’p d’un polyndémeP € P(Q4[X;]) de la méme fagon
que cela a déja été fait pour un polyndme a une indéterminée puisque seuls les coéffi-
cients sont pris en compte.
On a vu dans léemme®® de Gauss que le produit de 2 polyndmes primitifsAdé’;]
est encore primitif.

Démonstration (=>7)

Soit P = QR dansQ 4[X;].CommeQ = CoQ' etR = CrR/'(Q'etR' € A[X;] étant
primitifs) on a

P = CoCrQ'R' = $Q'R' en posantCqCr = ¢ dot bP = aQ'R’ or P et
Q' R’ sont primitifs d’ou en notantn; les coéfficients d&)’ R’ on aPGCD(p;) =

PGCD(m;) = 1 puis commeP = aQ’'R’ aveca etb non nuls, dePGCD(bp;) =

PGCD(am;) on tire d’aprés la proposition 8 'bPGCD(p;) = €, 'aPGCD(m;)

soite, 'b = ¢, 'a etenfiné = e =a€ A" DéslorsP = aQ'R' = (aQ')R’ dans
A[X;] etcommeP € P(A[X;])

on en déduit quex@’ ou bienR’ € (A[X;])* = A*;celui qui est dans!* n’est pas nul
donc il estdan®)4 \ {0} = (Qa)* = (Qa[X;])* et 'autre est de degpé 1 (sinon
P serait constant ce qui contredirait I'hypothése) donc il n'est pas @ans {0} =

(Qa)* = (Qa[Xi])*. OraQ’ et ontle méme degré vu que # 0 donc on aR’

ou bienR' € (Qa[X;])* etaussi) = CoQ' ou bienR = CrR’ € (Qa[X;])* =
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Qa4 \ {0} vu gu'un contenu n’est pas nul,ce qui prouve bien fue P(Q 4[X;]).
(<=7

Par 'absurde.Comme € A[X;] est primitif de degrg 1 s'il n’était pas premier sur
A d'aprés le "théoréme de caractérisation..." on pourrait éétire QR dansA[X;]
donc dang) 4[X;] avecdeg(Q) etdeg(R) > 1 et cela contredirait la primalité dB
sur@ 4 qui est un corps.

Exemple:

P=XY +2X —-3Y € P(Z|X,Y]) carP = (2X) + (X — 3)Y en tant que poly-
néme enY surZ[X] est du premier degré et primitif vu que les diviseurs daps]
de 2X sont -2,2,-X,X et aucun de ces derniers ne disise 3.Donc P € P(Z[X][Y])
d’aprés le "théoréme de caractérisation...Pet XY +2X — 3Y € P(Z[X,Y]) par
polymorphie(théoréme 1).

De plusP est primitif surZ vu que le coéfficient d&X'Y est 1 etP n’est pas constant
d’oli d’aprés la proposition 20° on aP € P(Q[X,Y]).
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EISENSTEIN

| CRITERE D’EISENSTEIN

Désormais on est prét a se lancer dans la détection des polynémes

premiers ded[X;] ou A est un anneau factoriel.Le critere d’'EISENSTEIN est un outil
important de détection.

Ce critere d’EISENSTEIN est formé de conditions suffisantes pour qu’un

polyndme non constant a coéfficients dans un anneau factoriel et a une seule
indéterminéesoit premier.ll y a plusieurs versions et méme une valable dans un acui
quelconque, i.e.hors factorialité, que voici:

EISENSTEIN I(version la plus générale)

Théoreme ( d’Eisenstein )A étant un acui: si
— dp € Atel quepA est un idéal premier non nul

— P € A[X]avecP = ag+ a1 X + ... + ax X* primitif et deg(P) = k > 1} =

— plao,plai,....plax—1 etp* fag
alorsP € P(A[X])

Démonstration

D’abordpA étant un idéal premier non nul on a par définitidyip A est intégre et par
conséquentA/pA)[Y] est aussi intégre on pourra donc utiliser le régle des degrés dans
(A/pA)[Y] .De plusp est premier d’aprés I'implication{="?) de la proposition 16.
L'application f définie par:

AX]5 M =mo+miX + ...+ mp X" — f(M) =g +miY +...+m,Y" €
(A/pA)[Y] est clairement un morphisme d’anneaux.

Il est aussi clair qu&M € A[X]etsif(M)#0 deg(f(M)) < deg(M).

P estde degrg 1 et primitif d’'ou en vertu du théoréme de caractérisation des premiers
de A[X;] quandA est un acui, sP n’était pas premier on aurait:

P = RS dansA[X] avecdeg(R) > 1 etdeg(S) > 1 0]

Dol f(P) = f(RS) = f(R)f(S) = arY* etag # 0 (sinon on auraip|a; et comme

p divise lesa; pouri = 1 ak — 1 alors on aurait le premigr qui diviserait les coéffi-
cients du polyndme primitif> d’'ou une contradiction).

Par conséquenlteg(f(P)) = deg(P) = k.

Commef(P) # 0 on auraitf(R) # 0 et f(S) # 0 d’ou f(R),f(S) auraient un degré

et alors on auraifeg(f(R)) > 1 etdeg(f(5)) > 1

[sinon par exemple on auraleg(f(R)) = 0 etdeg(f(S)) = k(régle des degrés dans
(A/pA)[Y] a partir def(P) = f(R)f(S) et vu quedeg(f(P)) = k) or deg(S) >
deg(f(S)) = k = deg(S) = k et doncdeg(R) = 0 ce qui contredirait ([)
Donc,toujours sous I'nypothése d’absurde (1), on aurait Bigf (R)) > 1 etdeg(f(R)) >
1

f(R)f(S) =arY* = f(R),f(S) seraient des mondmes &n

En effet, en posant provisoirement et pour simplifidR) = R’ , f(S) = S et
val(R') désignant la valuation du polyndm#,si R’ n’était pas un monéme alors
on auraitval(R') < deg(R') et comme on a toujoursal(S’) < deg(S’) on aurait
val(R").val(S") < deg(R’).deg(S") ou encoreval(R'S’) < deg(R'S’) et alorsR’ S’
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ne serait pas un monéme d’oll une contradiction.FinalerRémist bien un monéme
et le méme raisonnement avéta la place dg?’ montrerait ques’ est aussi un mo-
néme.De plus comm&’ = f(R) et S’ = f(S) seraient des monémes de degrés
> 1 leurs termes constants seraient nuls d’ou si on pdgait o + 1 X + ... et

S = 50+ 81X + ... on auraitrg = 0 et5; = 0 i.e. p|ry etp|sg d’ou p?|rgse or
P=ag+a; X +..=RS =ryso+..dolrysy = ag et alorsp? diviseraita, ce qui
contredirait une des hypotheses. Finalement on aBienP(A[X]).c.q.f.d.

Comme on aleg(P) > 1 et queP est primitif on déduit de la proposition 20 que I'on
aaussiP € P(Qa[X]).

Remarque:on a mis I'hypothéséeg(P) = k > 1" car les polyndmes constants pre-
miers on les connait,ce sont les premiersigproposition 19).

EISENSTEIN ll(version usuelle)

Théoréme ( d’Eisenstein 1 étant un acui factorieki:
— dp e P(4)

— P € A[X]avecP = ag+ a1 X + ... + ap X* primitif et deg(P) = k > 1} =

- p‘a()ap|a17"'7p‘ak—l etp2 /{/CLQ
alorsP € P(A[X])

Démonstration
Commep € P(A) et queA est factoriel,d’aprés la proposition 16, op.4 est un idéal
premier non nul donc on peut appliquer I'énoncé précédent.

ExempleP = X +5X2%Y — X377 + Y? € P(Z[X,Y,Z]) car en interprétanf’
comme un polyndme d&[X,Z][Y] i.e.un polyndme a une seule indéterminéet a
coéfficients dans I'anneau factori8| X, 7] soit

P=(X-X37)+(5X?)Y +Y? les conditions de EISENSTEIN Il sont vérifiées ¢ar
est primitif vu que le coéfficient d&? est 1 et de plup = X € P(Z[X,Z]) vu queX
est primitif et du 1er degré(théoréme de caractérisation des premidisgeou A est
un acui). on a bie |(X — X327), X |5X2% et X? J(X —X3Z7).DouP € Z[X,Z][Y]
Des lors on en déduit que les 7 interprétationsdpar polymorphie sont premieres
sur leurs anneaux de scalaires respectifs(théoréme 1).

EISENSTEIN lll(autre version usuelle)

Théoreme ( d’Eisenstein 1 étant un acui factorieki:
— dpeP(A)

— P e A[X]avecP = ag + a1 X + ... + ax X* etdeg(P) = k > 1}:>

= plao,plai,....plak—1, p fai, etp* fag
alorsP € P(Qa[X])
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Démonstration Par I'absurde.SP n’appartenait pas ®(Q4[X]) commeQ 4 est un
corps,on pourrait écrir® = QR dansQ@ 4[X] avecdeg(Q) > 1 etdeg(R) > 1 en
vertu du théoréme de caractérisation des premier$[dg] ou A est un acui.
Montrons qu'il existeX € Q 4 tel queP = (AQ)(5 R) avecAQ et1 R € A[X].

Il suffit de poser\ = % car P,Q,R sont non nuls donc on @ = CpQ’ etR =
CrR' avecQ',R' € A[X]etCor = CuCr dou \Q = %Q =Q € A[X] et
1R = CoR = CoCRrR' = CqrR' = CpR' € A[X]vuqueCp € A compte tenu
deP € A[X] Dés lors on considerera qie= QR avecQ,R € A[X].

Posons) =by + b1 X +...+bp X" etR=cy+ca1 X +..+gXoom>1,1>1
etm + [ = k.l est clair quem < k.

Commep|ag = boco et queA est factoriel on a par exempigh, (théoréme d’Euclide)
etp ne divise pas, (sinon on auraip?|a, et une contradiction).

De plusp ne divise pa$,, vu queb,,c; = a; et quep ne divise pas,;, donc il existe
my < mtel quep|by,by....bm,—1 €tp fb,,.De plusl < m; carp|by. Il en résulte que
p ne divise pas.,, (sinon comme,,, = boCm, + b1Cm;—1 + ... + by —1¢1 + b Co
etp|bo,b1,...,bm, —1 ON auraitp|b,,, co et doncpl|b,,, oup|cy d’ol une contradiction).
Doncp /Janm, ce qui est contradictoire can; < m < k = m; < k — 1 or par
hypothése on @|ag,a;...,ar—1

FinalementP est bien premier sur le corigg, des fractions del.

Si en plusP est primitif on a aussP € P(A[X]) (proposition 20)

ExempleP = —3Y +6X 22 — 9X?Y Z + 5X°? € Z[X,Y,Z]
On peut considérer que € A[X]ou A = Z[Y,Z] est bien factoriel soiP = (—3Y)+
(62%)X + (—9Y Z)X? + (5) X3,
On peut appliquer EISENSTEIN Il avec= 3 € P(Z) d’ou en vertu de la proposition
19onap =3 e P(ZY,Z)).
On a aussileg| x (P) = 3 > 1 et enfin
3| —3Y;3|622;3|—9YZ; 3 f5et3? [—3Y.Dou P e P(Qa[X])
De plusP est primitif surA = Z[Y,Z] vu qu'un diviseurd € Z[Y,Z] des coéfficients
de P divise 5 et par conséquent d=1,-1,50u-5 or ni 5 ni -5 ne divisent -3Y donc d=1
ou -1 etP est bien primitif surA. Commedeg|x(P) > 1 on a aussP € P(A[X])
en vertu de la proposition 20.Dotd¢ € P(Z[Y,Z][X]) et enfin par polymorphi® <
P(ZX,Y,Z)).
Par contre on a bieh0P = —30Y + 60XZ2 — 90X?Y Z + 50X3 € P(QalX))
car10P est associé d& € P(Q4[X]) mais10P ¢ P(Z[X,Y,Z]) car10P n'est pas
primitif vu que 5|10P et 5 n’est pas inversible puisqu’il est premier d@hdonc dans
Z[Y,Z]. La décomposition primaire d®)P dansZ[X,Y,Z] est:10P = 2.5(—-3Y +
6X 272 —-9X2Y Z+5X?) ol I'on a choisi comme représentant d’'un polynéme premier
non constant celui dont le dtol(dernier terme dans I'ordre lexicographique) admet pour
coéfficient un élément positif(i.e.simple daAlEn effet on adtol(10P) = 5X3 et
5> 0.
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RECAPITULATIF DES PROPOSITIONS ET THEO-
REMES

| RECAPITULATIF DES PROPOSITIONS ET THEOREMHS

Propositions Théoremes

0,1,2,3,4—> p7 1—>p3

5,6 —> p8 2—>p4

7,8,9 —> p9 3,45—p5

10 —> p10 de Gauss et d’Euclide>-p10
11,12,13,14 — pll de permanence de la factorialité15
15 —> pl2 des contenus = p16

16,17 —> p13 6 —> p19

18 —> p15 EISENSTEIN |—=> p22

19 —-> p16 EISENSTEIN Il—> p23

20 —> p17 EISENSTEIN Ill— p24

20" —-> p20

N’hésitez pas a me contacter guyphilippeZ@aoI.coer
\os avis et remarques seront les bienvenus.
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