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Applications linéairesetespaces
vectorielsquotients
1 Intr oduction

Lesapplicationslinéairessontparmilesplusimportantesenmathématiques.Elles
interviennentdansde nombreusessituations.En analyse,ellesserventpar exempleà
approximerlocalementdesfonctionsou deséquationsdifférentielles.En algèbre,on
peutlesutiliser pourreprésenterdeséquations.En géométrie,ellesmodélisentlessy-
métriesd’un objet...
Nousétudieronsdanscetteleçon leursprincipalespropriétés.Nousverronsqueces
dernièressontnombreuseset justifient l’intérêt qui leur estporté.Nous terminerons
cettepartieparuneintrusiondansle mondedesespacesvectorielsquotients.L’impor-
tancedecesderniersestliée enparticulieraufait quepourun sousespacedonnédans
unespacevectorielil n’existepasdesupplémentairecannonique.Nousverronsqueles
espacesquotientspermettentdedéfinirpourunsousespacevectorieldonnéunsupplé-
mentairebienparticulier.
Danstout cechapitrek désigneun corps.

2 Définitions

Définition SoientE et F desk-espacesvectorielset f uneapplicationdeE dans
F. f estune application k-linéair e si pour tout x et y dansE et tout α et β dansk,
f (αx+βy)=α f (x)+β f (y).
Onnotera

�
(E,F)l’ensembledesapplicationslinéairesdeE dansF. Onutilisera,quand

aucuneconfusionn’està craindre,le mot “linéaire” à la placede“k-linéaire”.

Définition Si f estuneapplicationlinéaireduk espacevectorielE dansle k espace
vectorielF alors:

– Si E=F f estunendomorphisme. L’ensembledesendomorphismesd’un espace
vectorielE seranoté

�
(E).

– Si f estbijective f estun isomorphisme.
– Si E=F et que f estbijective alors f estun automorphisme. L’ensembledes

automorphismesd’un espacevectorielseranotéGL(E) (GroupelinéairedeE).

L’utilisation du mot groupedansla définitionprécédenteserajustifiéeplusloin.

Définition Deuxespacesvectorielssontisomorphessi il existeun isomorphisme
entrecesdeuxespacesvectoriels.
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L’importancedesisomorphismesentrelesespacesvectorielsestla mêmequecelle
desisomorphismesen théoriedesgroupesou quecelle deshoméomorphismesentre
espacestopologiques.Desespacesvectorielsisomorphesaurontlesmêmespropriétés
“vectorielles”.Cettenotionpermettradeclasserlesespacesvectoriels.Toutepropriété
“vectorielle”vraiepourun espacevectorieldonnéseravraiepourun espacevectoriel
qui lui estisomorphe.

Proposition “Etre isomorpheà” estunerelationd”équivalencesurl’ensembledes
espacesvectorielssuruncorpsk.

Démonstration C’estfacile.

Définition Soit E un k-espacevectoriel.L’applicationqui à un vecteurx deE as-
socielui mêmeestappeléeapplication identique sur E ou Identité de E. On la note
IdE ( ou Id quandaucuneconfusionn’est à craindre): � x � E, IdE (x)=x. On vérifie
immédiatementquecetteapplicationestlinéaire.

3 Propriétés

Proposition SoientE et F desk-espacesvectoriels.Soit E’ un sousespacevecto-
riel deE et soit f uneapplicationlinéairedeE dansF. Alors f (E’) estun sousespace
vectorieldeF. Le sousespacevectorieldeF imagedeE par f estnotéIm f .

Démonstration Soienty,y’ � f (E’). Il existedoncx,x’ � Etelsquey= f (x) ety’= f (x’).
Soientα,α ��� k.Il suffit devérifier queαy+α � y’ estélémentde f (E’). Mais αy+α � y’=
α f (x)+α � f (x’) = f (αx+α � x’).

Définition SoientE etF deuxk-espacesvectoriels.Soit f uneapplicationlinéaire
deE dansF. Le sousensembledeE desvecteursannulantf estappelénoyau de f et
estnotéKer f .

Ker f ��� x � E � f 	 x 
�� 0 �

Proposition Le noyau d’un applicationlinéaireestun sousespacevectorielde
l’espacededépartdel’applicationlinéaire.

Démonstration Soit f l’applicationlinéaireconsidérée.NotonsE l’espacevecto-
riel surlequel f estdéfinie.Soientaussix,y � Ker f , α,β � k. Il suffit là aussidevérifier
queαx+βy � Ker f . Mais f (αx+βy 
 =α f (x)+β f (y)=0. Ker f estdoncbienun souses-
pacevectorieldeE.

La propriétéqui suitestextrêmementutile pourprouverl’injectivité d’uneapplica-
tion linéaire.
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Proposition SoientE et F deuxk-espacesvectoriels.Soit f uneapplicationli-
néairedéfiniedeE dansF. Onaéquivalenceentre:

– Ker f = � 0 � .
– f estinjective.

Démonstration RemarquonsqueE et F étantdesespacesvectoriels,cesontaussi
desgroupespour leur loi internerespective et que f , applicationlinéairedeE dansF,
estaussiunhomomorphismeentrecesdeuxgroupes.Or onsaitquedanscecaspréçis,
l’injectivité de f estéquivalenteaufait quesonnoyauestréduità l’élémentneutredu
groupededépart.

Définition SoientE et F deuxk-espacesvectorielset f uneapplicationlinéaire
de E dansF. Rappelonsque Im f estun sousespacevectorielde F. Si Im f estun
sousespacevectorieldedimensionfinie dansF alorson appellerang de l’aplication
linéaire f la dimensiondeIm f . Onnoterarg f le rangde f .

Proposition SoientE etF desk-espacesvectoriels.Soit f uneapplicationlinéaire
deE dansF. Soit I un ensembleet A= � ei; i � I � unefamille devecteursdeE indexés
par I. Si A estunefamille génératricede E alors f (A)= � f 	 ei 
 ; i � I � estunefamille
génératricedeIm f .

Démonstration Soit y � Im f . Il existex dansE tel quey=f(x). Mais la famille A
estgénératricedansE. Donc il existe unefamille � λi; i � I � de scalaires( à support
finie) dek telle que

x � ∑
i 
 I

λiei �

Commef estlinéaire,
y � f 	 x 
�� ∑

i 
 I
λi f 	 ei 
 �

y étantquelconquedansIm f , la propriétéestdémontrée.

Corollair e Si E et F sontdeuxk espacesvectoriels,queE estdedimensionfinie
etque f estuneapplicationlinéairedeE dansF alors f estderangfini dansF.

Démonstration CommeE estdedimensionfinie, E possèdeunefamille A géné-
ratriceet decardinalfini. L’imagedecettefamille par f estunefamille génératricede
Im f qui estencoredecardinalfini. Par définitiond’un espacevectorieldedimension
finie, Im f estalorsdedimensionfinie. Et le rangde f étantla dimensiondeIm f , f
estbienderangfini.

Proposition Formule du rang Si E et F sontdesk-espacesvectoriels,queE est
dedimensionfinie, etque f estuneapplicationlinéairedeE dansF alors f vérifie:dim
Ker f+rg f =dim E.
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Démonstration E étantde dimensionfinie, on peuttrouver unebasede cardinal
fini de Ker f . Posonsn=dim E et p=dim Ker f . Soit � e1 ��������� ep � unebasede Ker f .
Prenonsun sousespaceE’ supplémentaireà Ker f . Cettebasepeutsecomplèteren
unebase � e1 ��������� ep � ep � 1 ��������� en � de E où les vecteurs� ep � 1 ��������� en � formentunebase
de ce supplémentaire.L’image de cettebasepar f estgénératricede Im f . Donc Im
f =Vect(f(ep � 1),...,f(en)). Cettefamille est,deplus,libre dansIm f : Si λp � 1,...,λn sont

n-pscalairesdek telsque
n

∑
i � p � 1

λi f 	 ei 
�� 0 alors f 	
n

∑
i � p � 1

λiei 
�� 0. Maisceciimplique

que
n

∑
i � p � 1

λiei � 0 estélémentdeKer f . Cettesommeestunesommedevecteursqui

sontdansun sousespacesupplémentaireE’ deKer f . La sommeestdoncélémentde

E’.
n

∑
i � p � 1

λiei estalorsdansE’ � Ker f . La seulepossibilitéest
n

∑
i � p � 1

λiei � 0.Maiscette

famille estlibre dansE doncλi=0 pour tout i=p+1,...,n.Cesscalairesayantétéchoi-
sisdefaçonquelconquedansk, La famille � f(ep � 1),...f(en) � estlibre dansIm f . C’est
doncunebasede Im f et dim Im f =n-p. Mais dim Im f =rg f . L’égalité n=(n-p)+p
équivautdoncà dim E= rg f +dim Ker f .

Corollair e Si E etF sontdeuxespacesvectorielstelsqueE estdedimensionfinie
etqueF estisomorpheà E alorsF estaussidedimensionfinie et dim E=dimF.

Démonstration CommeEetF sontisomorphes,il existeunisomorphismef :E� F.
f étant,pardéfinition,uneapplicationbijective,elle estenparticuliersurjective et Im
f =F. Mais Im f étantd’aprèsla propositionprécédentededimensionfinie, il enestde
mêmedeF. Onpeutalorsparlerdela dimensiondeF. Cettedimensionestégaleàrg f .
Maiscommef estaussiinjective,Ker f = � 0 � etdim Ker f =0. La formuleprécédente
appliquerau casici étudiédonnerg f =dim E. Doncdim E= dim F. E et F ont même
dimension.

Mais la réciproquedecethéorèmeestaussivraie.

Proposition Si E etF sontdeuxk-espacesvectorielsdemêmedimensionalorsils
sontisomorphes.

Démonstration Soit n la dimensionde E. Soit (ei)i � 1 � � � � � n unebasede E et soit
(f i)i � 1 � � � � � n unebasedeF. Choisissonspour f l’application linéairequi envoie ei sur f i

pour tout i=1,...,n.Celasignifie qu’un point x de E s’écrivant x �
n

∑
i � 1

αiei, f (x) vau-

dra: f 	 x 
��
n

∑
i � 1

αi fi. f ainsi définieestbien linéaire.De plus sonnoyau est réduit à

l’élémentnul deE. Sonrangestdoncégalà n. Celasignifiequesonimageestdedi-
mensionn maisaussiqu’elleestsurjective. f définiebienunisomorphismeentreE etF.

Terminonsparla propriétésuivantequi n’a rien detrèssurprenant:
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Proposition SoientE, F, G trois k-espacesvectoriels.Soient f et g deuxapplica-
tions linéairesdéfiniesl’une de E dansF et l’autre g de F dansG. Alors g � f estune
applicationlinéairedéfiniedeE dansG.

Démonstration Soientx ety deuxélémentsdeE, α etβ deuxélémentsdek. La li-
néaritéde f puiscelledeg implique:g � f (αx+βy)=g(α f (x)+β f (y))=αg � f (x)+βg � f (y),
cequi démontrela propriété.

4 Structure de � (E,F)

Proposition SoientE et F deuxk-espacesvectoriels.Alors: (
�

(E,F),+,.)estun
k-espacevectoriel(où . désignela loi externedek � � (E,F)dansE qui aucouple(λ, f )
dek� � (E,F)associeλ f ).

Démonstration On vérifie sanspeinequesi f et g sontdesapplicationslinéaires
deE dansF et queλ � k alors f +g et λ f sontdesapplicationslinéairesdéfiniesdeE
dansF. On vérifie même,et ce tout aussifacilement,quesi β � k alorsλ f +βg estun
élémentde

�
(E,F).Donc

�
(E,F)estun sousespacevectorieldel’ensembledesappli-

cationsdeE dansF. C’estdoncun k-espacevectoriel.

Proposition SoitE unk-espacevectoriel.(
�

(E),+,� ) estuneanneauunitaire( pas
forcémentcommutatif). L’unité estdonnéeparl’applicationidentiquedeE.

Démonstration C’estfacile!

Proposition L’ensembledesélémentsinversiblesdel’anneau
�

(E) estun groupe
pourla loi decomposition� de

�
(E). Cegroupeestle groupelinéairedeE: GL(E).

Démonstration NotonsInv(E) l’ensembledesapplicationsinversiblesde
�

(E). Si
f � Inv(E) alors � g � Inv(E) tel que f � g=g� f =Id. f estdoncbijective.Commec’estune
applicationlinéaire,c’est aussiun isomorphisme,et doncun élémentde GL(E). Ré-
ciproquement,supposonsque f estun élémentde GL(E). Pourvérifier que f estun
élémentdeInv(E), il suffit devérifierquel’applicationréciproquede f estlinéaire:dé-
signonsparg cetteapplicationréciproqueetmontronsqueg estlinéaire.Si y ety’ sont
élémentsdeE, il existedesélémentsx et x’ deE telsquey=f(x) et y’=f(x’). Alors si
α,β � k, g(αy+βy’)=g(αf(x)+βf(x’))=g� f(αx+βx’) . Cettedernièreégalitéétantconsé-
quencedela linéaritéde f . Mais g estl’applicationréciproquede f doncg � f=IdE. On
obtientalorsg(αy+βy’)=αx+βx’=αg(y)+βg(y’) , relationqui prouve la linéaritéde g.
L’égalité entreles deuxensemblesGL(E) et Inv(E) estalorsassurée.CommeInv(E)
estun sousgroupede

�
(E) pourla loi decomposition,il enestdemêmedeGL(E).
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Remarquonsquecettedernièrepropositionjustifie le nomdonnéà GL(E): groupe
linéaire.

5 Desapplicationslinéairesparticulièr es:lesprojecteurs

Proposition Soit E un k-espacevectoriel.SoientF et F’ deuxsousespacesqui
sont supplémentairesdansE. Soientp et p’ les endomorphismesde E définiespar,
� x � E x=p(x)+p’(x),p(x) � Fetp’(x) � F’. petp’ sontlinéairesetvérifientp2=p,p’2=p’,
p� p’=p’ � p=0,Kerp=Im p’, Kerp’=Im p.

Démonstration Montronsquepetp’ sontbiendéfinies.Soientx � E,soientx1,x2 � F
et x’ 1,x’2 � F’ telsquex=x1+x’1=x2+x’2. Alors x1-x2=x’1-x’ 2. Le premiermembrede
cetteégalitéestélémentdeF et le secondestélémentdeF’. Donc,cesdeuxmembres
sont à la fois élémentsde F et de F’. Ceci n’est possibleque si chacundesdeux
membresestnul. Doncx1=x2 et x’ 1=x’2. p etp’ sontdoncbiendéfinies.
On vérifie facilementquecesdeuxapplicationssont linéaires.Si x estélémentde F
alorsp(x)=x, cequi prouvequep2=p. Idempourp’. Lesautreségalitéssontévidentes.

Définition Soit E un k-espacevectoriel.Soit Π un endomorphismede E tel que
Π2=Π.( Π estidempotent).Π estun projecteur surE.

Proposition Soitp unprojecteurdéfiniesurle k-espacevectorielE.Soitp’=IdE-p.
SoientF=Im p et F’=Im p’. Alors F et F’ sontsupplémentairesdansE. p estle projec-
teursurF parallèlementà F’.

Démonstration Soit x � E. x vérifie: x=p(x)+p’(x). DoncF et F’ vérifientF+F’=E.
On vérifie facilementquep’ estun projecteur(p’2=p’). Supposonsquex estélément
deF� F’. Alors il existey � F ety’ � F’ telsquex=p(y)=y’-p(y). Appliquonsp àceséga-
lités: p(x)=p2(y)=p(y)=x=p(y’)-p2(y’)=p(y’)-p(y’)=0 . Doncx=0. Cequi prouvequele
sommeF+F’ estdirecteetdoncqueF et F’ sontsupplémentairesdansE.

6 Espacesvectorielsquotients

Définition -PropositionSoitE unk-espacevectoriel.SoitV unsousespacedeE.
SurE, onconsidèrela relationd’équivalencesuivante:si x,y � E x � y � x-y � V. � est
unerelationd’équivalencesur E. On noteE/V l’ensembleE/� desclassesd’équiva-
lencesdecetterelation.E/V a unestructuredek-espacevectoriel.

Démonstration Rappelonsque (E,+) a une structurede groupeet que dansun
groupela relationprécédemmentdéfinieestunerelationd’équivalence.Deplus,comme
(E,+) estun groupeabélien,(V,+) estun sousgroupedistinguédeE. E/V a doncune
structurede groupeabélienpour la loi + héritéede celle de E. Définissonsune loi
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externesur E/V par: si x � E/V et λ � k alorsλx=λx. Montronsquecetteloi estbien
définie.Il fautpourcelavérifier quesi x=y alorsλx=λy. La premièreégalitéimplique
quex-y � V. CommeλV=V, λ(x-y) � V et doncλx-λy � V. Cequi prouve quenotreloi
externeestbien définie.Il faudraitencorevérifier les quelquesaxiomesrestantpour
terminerdemontrerqueE/V estunespacevectorielmaisc’estélémentaire.

Proposition Soit E et F deuxk-espacesvectorielset V un sousespacevectoriel
deE. SoitΠ l’applicationdeE dansE/V qui àx associesaclassed’équivalencex dans
E/V ( Π estla projectiondeE dansE/V). Soit aussi f uneapplicationlinéairedéfinie
deE dansF. Alors:

– Π estuneapplicationlinéairedeE dansE/V.
– Il existe uneuniqueapplicationlinéaire f :E/V � F telle que � x � E f 	 x 
�� f �

Π 	 x 
 .

Démonstration ConsidérantE et F commedesgroupesadditifs et f commeun
homomorphismeentregroupeadditif, on sait queΠ:E � E/V estun homomorphisme
degroupeetqu’il existeunmorphismef vérifiant f � f � Π. Nousavonsmêmeprouvé
dansla propositionprécédentequeΠ estuneapplicationlinéaireentrelesespacesvec-
toriels E et E/V. Il suffit maintenantde montrerque f estelle aussilinéaire.Pource
faire,choisissonsdeuxélémentsx ety deE etdeuxélémentsλ etβ dek. Alors x � Π(x)
et y � Π(y). Donc f 	 λx  βy 
 =f � Π 	 αx  βy 
 =αf � Π(x)+βf � Π(y). Cequi prouve la li-
néaritéde f .

Proposition Soit E et F deuxk-espacevectoriel.Soit f uneapplicationlinéaire
définiedeE dansF. Ker f étantun sousespacevectorieldeE, on peutconsidérerl’es-
pacevectorielquotient:E/Ker f . SoitΠ la projectiondeE dansE/Ker f qui àx associe
saclassed’équivalencex dansE/Ker f . L’application f =f � Π estun isomorphismede
E/ker f surIm f .

Démonstration Rapellonsquesi f estun morphismeentreespacesvectoriels,Im
f estun sousespacevectorielde l’espaced’arrivéede f . On a démontrédansla pro-
positionprécédenteque f estuneaplicationlinéairede E/Ker f dansF. Il suffit de
démontrerqu’elle est injective. ( Elle est nécessairementsurjective sur son image).
Soit x � Ker f . Alors f 	 x 
 =0. Mais pardéfinitionde f , si x � E esttel queΠ(x)=x cela
impliqueque f � Π(x)=0 soitencoref (x)=0 etdoncx � Ker f . Soitx=0.La proposition
estainsidémontrée.

Proposition Soit F un sousespacevectorielduk-espacevectorielE. Tout supplé-
mentairedeF dansE estisomorpheàE/F.

Démonstration Soit F’ un supplémentairedeF dansE. Soit Π l’applicationcano-
niquedéfiniedeE dansE/F qui à un vecteurv deE associesaclassed’équivalencev
dansE/F. Soit Π ! F " la restrictiondecetteapplicationlinéaireausousespacevectoriel
F’ deE. Le noyauKerΠ ! F " vérifieKerΠ ! F " = KerΠ � F’=F � D’= � 0 � . DeplusΠ ! F " est
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surjectivecarsi v estélémentdeE/Falors, v étantélémentdeE,onpeutle décomposer
enla sommev=u+u’ où u � F et u’ � F’ et commev-u’=u � F, v=Π(v)=Π(u)=Π ! F " (u)=u.
DoncΠ ! F " estun isomorphismeentreF’ etE/F.

Proposition Soit E un k-espacevectorielet V un sousespacevectorieldeE. Si E
estdedimensionfinie alorsdim E=dimV+dim E/V.

Démonstration La projectionΠ:E � E/V est une applicationlinéaire surjective.
Doncrg Π=dim E/V. De plusKer Π=V. Commedim E=dim Ker Π+rg Π, la formule
dim E=dimV+dim E/V estvérifiée.

Le travail précédentnouspermetla définition:

Définition Soit E un k-espacevectorielet soit F un sousespacevectorielde E.
Soit F’ un supplémentairedeF dansE. Si F’ estdedimensioninfinie, on dit queF est
decodimensioninfinie. Sinonon appellecodimensiondu sousespacevectorielF la
dimensiondecesupplémentaire.

Cettenotiona un senscar lessupplémentairesd’un sousespacevectorielsontiso-
morpheset doncs’ils sontdedimensionfinie, ontmêmedimension.Terminonspar:

Définition Un sousespacevectorieldecodimension1 estunhyperplan vectoriel.


