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Applications linéairesetespaces
vectorielsquotients

1 Intr oduction

Lesapplicationdinéairessontparmiles plusimportantesen mathématique<lles
interviennentdansde nombreusesituations.En analyse elles senentpar exemplea
approximerocalementdesfonctionsou deséquationdifférentielles.En algebre,on
peutles utiliser pourreprésentedeséquationsEn géométriegllesmodélisentes sy-
métriesd’un objet...

Nous étudieronsdanscettelecon leurs principalespropriétés.Nous verronsque ces
derniéressontnombreusegt justifient I'intérét qui leur est porté. Nousterminerons
cettepartieparuneintrusiondansle mondedesespacesectorielsquotientsL'impor-
tancede cesderniersestliée enparticulieraufait que pourun sousespacalonnédans
unespaceectorielil n'existe pasdesupplémentaireannoniqueNousverronsqueles
espacesguotientgpermettentle définir pourun sousespacevectorieldonnéun supplé-
mentairebienparticulier

Danstout ce chapitrek désigneun corps.

2 Définitions

Définition SoientE et F desk-espacesectorielset f uneapplicationde E dans
F. f estune application k-linéair e si pourtout x ety dansk ettouta et 3 dansk,
f(ax+By)=a f(x)+Bf(y).
OnnoteraZ(E,F)I'ensembledesapplicationdinéairesde E dansF. Onutilisera,quand
aucuneconfusionn’esta craindre Je mot“linéaire” ala placede “k-linéaire”.

Définition Si f estuneapplicationlinéaireduk espaceectorielE dande k espace
vectorielF alors:

— SiE=F f estunendomormphisme L'ensembledesendomorphismed’un espace
vectorielE seranoté L(E).

— Si f esthijective f estunisomorphisme
— Si E=F et que f estbijective alors f estun automorphisme L'ensembledes

automorphismed’'un espace/ectorielseranotéGL(E) (Groupelinéaire de E).
L'utilisation du mot groupedansla définition précédentserajustifiéeplusloin.

Définition Deuxespacesectorielssontisomorphessiil existeunisomorphisme
entrecesdeuxespacesectoriels.
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L'importancedesisomorphismesgntrelesespacesectorielsestla mémequecelle
desisomorphisme®n théoriedesgroupesou que celle deshoméomorphismesntre
espacesopologiquesDesespacesectorielsisomorphesurontlesmémespropriétés
“vectorielles”.Cettenotionpermettrade classellesespacesectoriels.Toutepropriété
“vectorielle”vraie pourun espacevectorieldonnéseravraie pour un espacevectoriel
qui lui estisomorphe.

Proposition “Etre isomorphe” estunerelationd”équivalencesurl’ensembledes
espacesectorielssurun corpsk.

Démonstration C’estfacile.

Définition Soit E un k-espacevectoriel.L’applicationqui a unvecteurx de E as-
socielui mémeestappeléeapplication identique sur E ou Identité de E. Onla note
Ide (ould guandaucuneconfusionn’esta craindre): V x € E, Idg(x)=x. On vérifie
immédiatementjuecetteapplicationestlinéaire.

3 Propriéetés

Proposition SoientE et F desk-espacesectoriels.SoitE’ un sousespacevecto-
riel deE etsoit f uneapplicationlinéairede E dansF. Alors f(E’) estun sousespace
vectorieldeF. Le sousespacevectorielde F imagedeE par f estnotélm f.

Démonstration Soienty,y’ € f(E’). Il existedoncx,x’ eEtelsquey=f(x) ety’= f(x').
Soienta,a’ ek.ll sufit de vérifier queay+a’y’ estélémentde f(E’). Mais ay+a'y'=
af(x)+a’ f(x)) =f(ax+a’x).

Définition SoientE etF deuxk-espacesectoriels.Soit f uneapplicationlinéaire
deE dansF. Le sousensemblale E desvecteursannulantf estappelénoyaude f et
estnotéKer f.

Kerf ={xeE/f(x)=0}

Proposition Le noyau d’un applicationlinéaire estun sousespacevectorielde
I'espacededépartdel’applicationlinéaire.

Démonstration Soit f I'applicationlinéaireconsidéréeNotonsE I'espacevecto-
riel surlequel f estdéfinie.Soientaussix,yeKer f, a,B k. Il sufit la aussidevérifier
queax+ByeKer f. Mais f(ax+By)=a f(x)+pf(y)=0.Ker f estdonchienun souses-
pacevectorieldeE.

La propriétéqui suitestextrémementitile pourprouverlinjectivité d’'uneapplica-
tion linéaire.
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Proposition SoientE et F deuxk-espacewectoriels.Soit f une applicationli-
néairedéfiniede E dansF. Onaéquialenceentre:

— Ker f={0}.

— f estinjective.

Démonstration RemarquonsjueE et F étantdesespacesectoriels,ce sontaussi
desgroupespourleur loi internerespectie et que f, applicationlinéairede E dansF,
estaussiunhomomorphismentrecesdeuxgroupesOr on saitquedanscecasprécis,
I'injectivité de f estéquivalenteaufait quesonnoyauestréduital'élémentneutredu
groupededépart.

Définition SoientE et F deuxk-espacewectorielset f uneapplicationlinéaire
de E dansF. Rappelongjuelm f estun sousespacevectorielde F. Si Im f estun
sousespacevectorielde dimensiorfinie dansF alorson appellerang de I'aplication
linéaire f la dimensiondelm f. Onnoterarg f le rangde f.

Proposition SoientE etF desk-espacesectoriels.Soit f uneapplicationlinéaire
de E dansF. Soitl unensembleet A={g;i € |} unefamille devecteursde E indexés
parl. Si A estunefamille génératricede E alors f(A)={f(g);i € I} estunefamille
génératricalelm f.

Démonstration Soityelm f. Il existe x dansE tel quey=f(x). Mais la famille A

estgénératricedansk. Doncil existe unefamille {A;;i € 1} de scalaireq a support
finie) dek telle que
X= )\ia.
2

y=f(x) = Z)\if(a).

Commef estlinéaire,

y étantquelconquelansim f, la propriétéestdémontrée.

Corollaire SiE etF sontdeuxk espacesectoriels,queE estde dimensiorfinie
etquef estuneapplicationlinéairede E dansF alors f estderangfini dansF.

Démonstration CommeE estde dimensiorfinie, E possedeinefamille A géné-
ratriceet de cardinalfini. L'imagede cettefamille par f estunefamille génératricale
Im f qui estencorede cardinalfini. Par définitiond'un espacevectorielde dimension
finie, Im f estalorsde dimensiorfinie. Et le rangde f étantla dimensiondeIm f, f
estbienderangfini.

Proposition Formule du rang Si E et F sontdesk-espacesectoriels,queE est
dedimensiorfinie, etque f estuneapplicationlinéairede E dansF alors f vérifie: dim
Kerf+rg f=dimE.
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Démonstration E étantde dimensionfinie, on peuttrouver une basede cardinal
fini de Ker f. Posonsn=dim E et p=dim Ker f. Soit {ey,...,ep} unebasede Ker f.
Prenonsun sousespaceE’ supplémentairé Ker f. Cettebasepeutse compléteren
unebase{ey,...,ep,€pt+1,....6n} de E ol les vecteurs{ep,1,...,en} formentune base
de ce supplémentairel.’image de cettebasepar f estgénératricede Im f. DoncIm
f=Vect(f(e+1),....f(&)). Cettefamille est,deplus,libre dansim f: SiApy1,... A SONt
n n

n-pscalaireslek telsque z Aif(g) =0alorsf( z Aie) = 0. Maisceciimplique

i=p+1 i=p+1
n

que Z Aig = 0 estélémentde Ker f. Cettesommeestunesommede vecteursgui
i=p+1
sontdansun sousespacesupplémentair&’ de Ker f. La sommeestdoncélémentde
n

n
E' z Aig estalorsdansE’'NKer f. La seulepossibilitéest z Aige = 0. Maiscette
i=p+1 i=p+1
famille estlibre dansk doncA;=0 pourtout i=p+1,...,n.Cesscalairesayantété choi-
sisdefagonquelconquelansk, La famille {f(ep+1),...f(e)} estlibre dansim f. C'est
doncunebasede Im f etdim Im f=n-p. Mais dim Im f=rg f. L’égalité n=(n-p)+p
équivautdoncadim E=rg f+dimKer f.

Corollaire SiE etF sontdeuxespacesectorielstelsqueE estde dimensiorfinie
etqueF estisomorphea E alorsF estausside dimensiorfinie etdim E=dimF.

Démonstration CommeE etF sontisomorphesi] existeunisomorphisme :E—F.
f étant,pardéfinition, uneapplicationbijective, elle esten particuliersurjectve etIm
f=F. MaisIm f étantd’apresla propositionprécédenteledimensiorfinie, il enestde
mémedeF. On peutalorsparlerdela dimensionde F. Cettedimensionestégalearg f.
Mais commef estaussiinjective,Ker f={ 0 } etdim Ker f=0. La formule précédente
appliquerau casici étudiédonnerg f=dim E. Doncdim E=dim F. E et F ont méme
dimension.

Mais la réciproquede cethéoremeestaussivraie.

Proposition SiE etF sontdeuxk-espacesectorielsde mémedimensionalorsils
sontisomorphes.

Démonstration Soit n la dimensionde E. Soit (g)i—1,...,n unebasede E et soit
(fi)i=1,..,n unebasedeF. Choisissonpour f I'applicationlinéairequi envoie & sur f;
n

pourtout i=1,...,n. Celasignifie qu’un point x de E s’écrivantx = Zaia, f(x) vau-
i=
n
dra: f(x) = Z\Gi fi. f ainsi définie estbien linéaire. De plus sonnoyau estréduit a

I'élémentnul de E. Sonrangestdoncégala n. Celasignifie quesonimageestde di-
mensiom maisaussiqu’elle estsurjective. f définiebienunisomorphismentrekE etF.

Terminonsparla propriétésuivantequi n’a rien detréssurprenant:
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Proposition SoientE, F, G trois k-espacesectoriels.Soientf etg deuxapplica-
tionslinéairesdéfiniesl’'une de E dansF et 'autre g de F dansG. Alors gof estune
applicationlinéairedéfiniede E dansG.

Démonstration Soientx ety deuxélémentsieE, a et 3 deuxélémentsiek. La li-
néaritéde f puiscelledegimplique:go f (ax+By)=g(a f (X)+B f (y))=ago f (X)+Bgo f (y),
cequi démontrda propriété.

4 Structurede L(E,F)

Proposition SoientE et F deuxk-espacewvectoriels.Alors: (L(E,F),+,.)estun
k-espacevectoriel(ou . désignda loi externedek x £L(E,F)dansE qui aucouple(A, f)
dekx L(E,F)associe\f).

Démonstration On vérifie sanspeinequesi f etg sontdesapplicationdinéaires
de E dansF etqueA €k alors f+g et A f sontdesapplicationdinéairesdéfiniesde E
dansF. On vérifie méme,et ce tout aussifacilement,quesi €k alorsA f+pg estun
élémentde L(E,F).Donc L(E,F) estun sousespacerectorieldel’ensembledesappli-
cationsde E dansF. C’estdoncun k-espacevectoriel.

Proposition SoitE unk-espacevectoriel.(L(E),+,0) estuneanneawnitaire( pas
forcémentcommutatif). L'unité estdonnéeparl’applicationidentiquedeE.

Démonstration C’estfacile!

Proposition L'ensembledesélémentsnversiblesdel’anneaus(E) estun groupe
pourla loi decompositione de L(E). Cegroupeestle groupelinéairedeE: GL(E).

Démonstration NotonsIinv(E) I'ensembledesapplicationsnversiblesde L(E). Si
felnv(E) alors3gelnv(E) tel que fog=go f=Id. f estdoncbijective. Commec’estune
applicationlinéaire,c’est aussiun isomorphismegt doncun élémentde GL(E). Ré-
ciproquementsupposongjue f estun élémentde GL(E). Pourvérifier que f estun
élémendelnv(E), il sufiit devérifier quel’applicationréciproquede f estlinéaire:dé-
signonsparg cetteapplicationréciproquestmontronsgueg estlinéaire.Siy ety’ sont
élémentgleE, il existedesélément etx’ de E telsquey=f(x) ety'=f(x’). Alors si
a,B €k, g(ay+By")=g(af(x)+pf(x")) =gof(ax+px’) . Cettederniereégalitéétantconsé-
guencealelalinéaritéde f. Mais g estl'applicationréciproquede f doncgof=Idg. On
obtientalorsg(ay+py’)=ax+Bx'=ag(y)+Bg(y), relationqui prouwe la linéarité de g.
L'égalité entreles deuxensemblesGL(E) et Inv(E) estalorsassuréeCommelnv(E)
estun sousgroupede L(E) pourlaloi decompositionjl enestdemémede GL(E).



Emmanuel Vieillard Baron www.les-mathematiques.net 6

Remarquonsgjuecettedernierepropositionjustifie le nomdonnéa GL(E): groupe
linéaire.

5 Desapplicationslinéairesparticulier es:lesprojecteurs

Proposition Soit E un k-espacevectoriel. SoientF et F' deux sousespacesjui
sontsupplémentairedanskE. Soientp et p’ les endomorphismese E définiespar,
Vx € E x=p(x)+p’(x), p(X)EF etp’(x) €F’. p etp’ sontlinéairesetvérifientp?=p, p’?=p’,
pop’=p’op=0,Kerp=Imp’, Kerp'=Im p.

Démonstration Montronsquep etp’ sontbiendéfinies.SoientxeE ,soientx,xp €F
etx’'1,X'2 €F’ telsquex=x1+x’ 1=Xp+X 2. Alors X1-X2=x"1-X2. Le premiermembrede
cetteégalitéestélémentde F etle secondestélémentde F'. Donc,cesdeuxmembres
sonta la fois élémentsde F et de F'. Ceci n’est possibleque si chacundes deux
membresestnul. Doncxi=x, etx’'1=x"2. p etp’ sontdonchiendéfinies.

On vérifie facilementque cesdeuxapplicationssontlinéaires.Si x estélémentde F
alorsp(x)=x, ce qui prouve quep?=p. ldempourp’. Lesautreségalitéssontévidentes.

Définition Soit E un k-espacevectoriel. Soit ' un endomorphismele E tel que
M2=M.( N estidempotent) estun projecteur surE.

Proposition Soitp unprojecteurdéfiniesurle k-espacevectorielE. Soitp'=ldg-p.
SoientF=Im p etF'=Im p'. Alors F et F’ sontsupplémentairedansE. p estle projec-
teursurF parallelemena F'.

Démonstration SoitxeE. x vérifie: x=p(x)+p’(x). DoncF etF’ vérifientF+F'=E.
On vérifie facilementquep’ estun projecteur(p’?=p’). Supposongjuex estélément
deFNF'. Alorsil existeyeF ety’ eF’ telsquex=p(y)=y’-p(y). Appliquonsp aceséga-
lités: p(x)=p(y)=p(y)=x=p(y")-pAy")=p(y’)-p(y’)=0 . Doncx=0. Ce qui prouve quele
sommeF+F’ estdirecteetdoncqueF et F’ sontsupplémentairedansE.

6 Espacesvectorielsquotients

Définition -Proposition Soit E unk-espacevectoriel.SoitV unsousespacealeE.
SurE, onconsidérda relationd’équivalencesuvante:si x,y€ E xRy < x-yeV. R est
unerelationd’équivalencesur E. On note E/V I'ensembleE/R desclassesi’équiva-
lencesdecetterelation.E/V aunestructurede k-espacevectoriel.

Démonstration Rappelongjue (E,+) a une structurede groupeet que dansun
groupdarelationprécédemmertéfinieestunerelationd’équivalenceDeplus,comme
(E,+) estun groupeabélien,(V,+) estun sousgroupedistinguéde E. E/V adoncune
structurede groupeabélienpour la loi + héritéede celle de E. Définissonsune loi
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externesur E/V par:si X €E/V et A ek alorsAx=Ax. Montronsque cetteloi estbien
définie.ll fautpourcelavérifier quesi x=y alorsAX=Ay. La premiéreégalitéimplique
guex-ye V. CommeAV=V, A(x-y)eV etdoncAx-AyeV. Ce qui prouve quenotreloi
externeestbien définie. Il faudraitencorevérifier les quelquesaxiomesrestantpour
terminerde montrerqueE/V estun espacevectorielmaisc’estélémentaire.

Proposition Soit E et F deuxk-espacesectorielsetV un sousespacevectoriel
deE. SoitIM I'applicationde E dansE/V qui ax associesaclassed’équivalencex dans
E/V (N estla projectionde E dansE/V). Soitaussif uneapplicationlinéairedéfinie
deE dansF. Alors:

— MM estuneapplicationlinéairede E dansE/V.

— Il existe une uniqueapplicationlinéaire f:E/V—F telle queVx € Ef(x) = fo
M(x).

Démonstration ConsidéranE et F commedesgroupesadditifs et f commeun
homomorphismentregroupeadditif, on saitque N:E—E/V estun homomorphisme
degroupeetqu'il existeunmorphismef vérifiant f = f oM. Nousavonsmémeprouvé
dansla propositionprécédentguell estuneapplicationlinéaireentrelesespacesec-
toriels E et E/V. Il suffit maintenande montrerque f estelle aussilinéaire. Pource
faire,choisissonsleuxélémentx ety deE etdeuxéléments\ et3 dek. Alors X = N(x)
ety = MN(y). Donc f(AX+ By)=fol(ax+ By)=afol(x)+Bfor(y). Ce qui prouwe la li-
néaritéde f.

Proposition Soit E et F deuxk-espacevectoriel. Soit f uneapplicationlinéaire
définiede E dansF. Ker f étantun sousespace/ectorielde E, on peutconsidéref’es-
pacevectorielquotient:E/Ker f. SoitI la projectionde E dansE/Ker f qui ax associe
saclassed’équivalencex dansE/Ker f. L'application f=fol1 estun isomorphismede
E/ker f surlm f.

Démonstration Rapellongjuesi f estun morphismesntreespacesectoriels,Im
f estun sousespacerectorielde I'espaced’arrivéede f. On a démontrédansla pro-
position précédentejue f estune aplicationlinéaire de E/Ker f dansF. Il sufiit de
démontrerqu’elle estinjective. ( Elle estnécessairemerdurjectve sur sonimage).
Soitx eKer f. Alors f(X)=0. Mais par définitionde f, si x€E esttel que(x)=x cela
impliqueque f o M(x)=0 soitencoref (x)=0 etdoncxe Ker f. Soitx=0. La proposition
estainsidémontrée.

Proposition Soit F un sousespacevectorieldu k-espacevectorielE. Tout supplé-
mentairede F danskE estisomorphea E/F.

Démonstration SoitF’ unsupplémentairde F dansk. SoitI1 I'applicationcano-
niquedéfiniede E dansE/F qui a un vecteurv de E associesaclassed’équivalencev
dansk/F. SoitM g la restrictionde cetteapplicationlinéaireau sousespacevectoriel
F’' deE.Le noyauKer : vérifieKer M g = KerMNF'=FND'={0}. De plus /¢ est
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surjectvecarsiv estélémendeE/Falors, v étantélémentdeE, on peutle décomposer
enla sommev=u+u’ ot ueF etu’eF’ etcommev-u'=ueF, v=I1(v)=(u)=M & (u)=0.
Doncrl g estunisomorphismeentreF’ et E/F

Proposition Soit E unk-espacevectorieletV un sousespacevectorieldeE. Si E
estdedimensionfinie alorsdim E=dim V+dim E/V.

Démonstration La projection:E—E/V estune applicationlinéaire surjectve.
Doncrg M=dim E/V. De plus Ker NM=V. Commedim E=dim Ker M+rg 1, la formule
dim E=dimV+dim E/V estvérifiée.

Le travail précédenhouspermetia définition:

Définition Soit E un k-espacevectoriel et soit F un sousespacevectoriel de E.
SoitF’ unsupplémentairele F danskE. Si F' estdedimensioninfinie, on dit queF est
de codimensioninfinie. Sinonon appellecodimensiondu sousespacevectorielF la
dimensionde ce supplémentaire.

Cettenotiona un senscarles supplémentaired’un sousespacevectorielsontiso-
morphesetdoncs’ils sontde dimensionfinie, ontmémedimension.Terminonspar:

Définition Un sousespaceectorieldecodimensiorl estunhyperplan vectoriel.



