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Dual d’un espacevectoriel
1 Intr oduction

L’espacedual d’un espacevectorielest l’ensemblede toutesles formeslinéaires
définiessur cet espace( c’est à dire l’ensemblede toutesles applicationslinéaires
définiesdecetespacedanssoncorpsdebase). La dualitéestun instrumenttechnique
intervenantsouventenmathématiques.Donnonsquelquesexemples.

– L’applicationqui àunvecteurassociesaièmecoordonnéedansunebasedonnée
d’un espacevectorielestuneformelinéaire.

– La dualitésertà définir la topologiede la convergencesimplesur certainses-
pacesfonctionnels.Cesespacesinterviennententreautrequandon étudieles
distributions.

– En calcul différentiel,les différentiellesde fonctionsdéfiniesd’un espacevec-
toriel dans

�
sontdesformeslinéaireset doncdesélémentsdu dualdel’espace

vectorielconsidéré.
– En géométrie,les formeslinéairesserventà donnerdeséquationsdpoureshy-

perplans.Cequi enfait aussiun outil detravail pourla géométrieprojective.

2 Définitions

Si on considèreun corpsk, il estpardéfinitionmuni d’uneloi internedonnéepar
l’addition.La multiplicationdanscecorpspeutêtrevuecommeuneloi externedek � k
dansk. Le corpsk muni decetteloi interneet decetteloi externea ainsiunestructure
de espacevectorielsur lui même.Sadimensionseraévidemmentégalà 1. Cettere-
marquedonneun sensà la définitionqui suit.

Définition Une forme linéaire surun k-espacevectorielE estuneapplicationli-
néairedeE dansle corpsk. OnnoteE� l’ensembledesformeslinéairessurE.

Proposition L’ensembleE� desformeslinéairesdéfiniessurle k-espacevectoriel
E possèdeunestructured’espacevectorielpourla loi internedonnéeparl’addition des
fonctionsdeE dansk et la loi externedonnéeparla multiplicationd’unefonctionpar
un scalairedek. E� estappeléespacevectoriel dual del’espacevectorielE.

Démonstration Rappelonsquel’ensembledesfonctionslinéaires� (E,F)définies
entredeuxespacesvectorielsE et F possèdeunestructured’espacevectorielpour les
lois précédemmentmentionnées.E� est en fait égalà � (E,k), qui possèdebien une
structured’espacevectoriel.
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Notation Si f estun élémentdeE� et x un élémentdeE, on notera<f,x>la valeur
de f priseen x. Cettenotation,qui fait référenceau produit scalaire,est ici utile car
on s’occuperadu sousensembledeE� desformeslinéairessur E s’annulantqueune
partieF deE. CesousensembleseranotéF� et seraappelléel’orthogonaledeF. De la
mêmefaçon,onétudieral’orthogonaled’unepartieU deE� , etqui seral’ensembledes
élémentsx deE dont l’image, par tout lesélémentsdeU vaut0. Attentioncependant
denepasconfondrecequi n’estqu’unenotationavecle réelproduitscalaire.

Définition Soit E un k-espacevectorielet F un sousespacevectorielde E. On
appelleorthogonal deE et on noteF� l’ensembledesformeslinéairessurE qui s’an-
nulentsurF.

F ����� f 	 E � ; 
 x 	 F � f � x 
 � 0 ���
Proposition Si F1 et F2 sontdeuxsousespacesvectorielsdel’espacevectorielE

telsqueF1� F2alorsF2��� F1� .
Démonstration C’est évident:Si f estuneforme linéairedéfiniesur E qui s’an-

nulesurF2alors,commeF1estunepartiedeF2,elles’annulesurF1.D’où l’inclusion
indiquée.

Proposition SoitE unk-espacevectorieletF unesouspartiedeE. Alors F� =(Vect
F)� .

Démonstration CommeF � VectF, il estclair que(VectF)��� F� . Si u estélément
de F� , alorsu s’annulesur tout élémentde F, et commeu est linéaire,elle s’annule
sur toutescombinaisonslinéairesd’élémentsde F. u s’annuledoncsur Vect F et est
élémentde(VectF)� . Cequi prouvel’inclusion réciproque.

Proposition Soit E un k-espacevectorielet F un sousespacevectorieldeE. No-
tons i l’application d’inclusion de F dansE: i:F � E, x 	 F� i(x)=x. Remarquonsque
touteforme linéairesur E définie,par restrictionde cetteapplicationà F, uneforme
linéairesurF. Notonst i l’applicationdeE� dansF� qui auneformelinéairedéfiniesur
E associesarestrictionà F. Remarquonsquesi f 	 E� alorst i(f)=f � i. De plus t i estune
applicationlinéairesurjectiveet Ker t i=F � .

Démonstration Onvérifiesanspeinequet i estlinéairedeE� dansF� . Deplus:f 	
Ker t i � f � i=0 ��
 x 	 F, f(x)=0 � f 	 F� . Cequi prouvequeKer t i=F � . Vérifionsaussi
la surjectivité. Soit f 	 F� et soit F’ un supplémentairedeF dansE. Tout élémentx de
E possèdeunedécompositionde la formex=x1+x2 avecx1 	 F et x2 	 F’. Définissons
l’application: f̃ par: f̃ (x)=f(x1). On vérifie sanspeineque f̃ estbiendéfinie,quec’est
uneformelinéairesurE et doncunélémentdeE� , et quet i( f̃ )=f.

Définition Soit E et F deuxk-espacesvectoriel.SoitΦ 	�� (E,F).On appelleap-
plication transposéede l’applicationΦ et on notetΦ l’application: tΦ:F��� E� qui à
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f 	 F� associela formelinéairesurE tΦ(f)=f � Φ.

Définition Soit E un k espacevectoriel et soit U unepartiede E� . On appelle
orthogonal de U et on noteU � la souspartiedeE donnéepar:

U � ��� x 	 E ��
 x 	 U ��� u � x 
 � 0 ���
Proposition SoitE un k-espacevectoriel.
– Si U estunepartiedeE� : U � =(Vect(U))� .
– Si F1 et F2 sontdeuxsousensemblesdeE� telsqueF1 � F2 � F�2 � F�1 .

– Si U estun sousespacevectorieldeE� alorsF� = �
u � F

Ker u.

Démonstration Contentonsnousde prouver le troisièmepoint. Les démonstra-
tions despoints 1 et 2 sont exactementles mêmesque cellesfaitesprécédemment.
Prenonsdoncun sousespacevectorielF de E� . Soit aussiu 	 F. Pourtout x dansF� ,
<u,x>=0.Doncx 	 keru etF� �!�

u � F

Ker u. Maintenantsi x estunélémentdecetteinter-

section,alorspourtoutu 	 F, <u,x>=0et doncx 	 F� , cequi pouve l’inclusion inverse.

Proposition SoitE un k-espacevectorielet soit F unesouspartiedeE. Alors:
1. F � F�"� .
2. F� =F�"�#� .
Démonstration
1. Commençonspar le premierpoint: Soit x un élémentde F. Pour tout f de F� ,

f(x)=0, cequi impliquequeF � F�$� .
2. Pourlesecondpoint: l’inclusionprécédentepermetd’obtenir:F�"�#��� F� . Deplus,

si f 	 F� , pourtoutx 	 F�$� , <f,x>=0.Cequi nousassuredel’inclusion réciproque.

Proposition SoitE un k-espacevectorielet soit f uneformelinéairenonnulle sur
E. Alors: CodimKer f=1.

Démonstration Commef estnonnulle, elle estsurjective et sonimageestégale
à k tout entier. Mais le théorèmed’isomorphiepour les applicationslinéairespermet
d’affirmer queE/Ker f % Im f. Par conséquent,commetout supplémentairede Ker f
dansE estisomorpheà E/Ker f, tout supplémentairedeKer f dansE estdedimension
1. Cequi veutexactementdire queKer f estdecodimension1.
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3 Dualité et dimensionfinie

Proposition Si E estun espacevectorielde dimensionfinie alors le dual de E
possèdela mêmedimensionqueE.

Démonstration Rappelonsici encorequeE� =� (E,k) et quesi E et F sontdeuxk
espacesvectorielsdedimensionfinie alors � (E,F)estun k-espacevectorieldedimen-
siondim E � dim F. Commek estdedimension1, la propositionestdémontrée.

Définition Soientu,j 	'& . Ondéfinit le symbolede Kr onecker δi j par:
– δi j=0 si i (� j.
– δi j=0 si i=j.

Théorème Soit E un k-espacevectoriel de dimensionfinie n et soit (e1,...,en)
unebasede E. Considéronsles n formeslinéairese�i i=1,...,n définiespar 
 i=1,...,n
 j=1,...,n,e�i (ej)=δi j oùδi j représentelesymboledeKronecker.Alors la famille(e�1,...,e�n)
estunebasedeE� appeléebaseduale dela base(e1,...,en).

Démonstration Commedim E� =n, il suffit de démontrerquela baseconsidérée
est libre dansE� . Ainsi, elle seralibre maximaleet doncseraune basede E� . Soit

λi i=1,...,nunefamille den scalairesdek telsque
n

∑
i ) 1

λie �i � 0. Alors, fixant i0 parmi

� 1 �*�+�+�*� n � , n

∑
i ) 1

λie �i , ei0 - � 0. Cequi équivautà
n

∑
i ) 1

λiδii0 � 0. Soit encoreλi0 � 0. Effec-

tuant cetteopérationpour chaquei0 de � 1 �+�*�+�*� n � , on trouve λi � 0
 i 	 � 1 �+�+�*�+� n � . La
famille (e�1,...,e�n) décritdoncbienunefamille libre deE.

Dansle casde la dimensioninfinie, le théorèmesuivant n’est vrai, commenous
l’avonsmontré,quedansun sens.

Proposition SoitE un k-espacevectorieldedimensionfinie.
– Soit F un sousespacevectorieldeE. Alors F=F�"� .
– Soit F’ un sousespacevectorieldeE� alorsF’=F’ �.� .
Démonstration On a déjàmontrél’inclusion F � F�"� . Soit x 	 F�$� . Notonsk=dim

F et soit (e1,....,ek) une basede F. Notonsn=dim E et complétonscettebasede F
en unebasede E: (e1,...,en). Le sousespacevectorielde E engendrépar les vecteurs
(ek / 1,...,en) estun supplémentairedeF dansE. UnebasedeF� estdonnéepar la base
dualede ce supplémentaire:(e�k / 1,...,e�n). Soit x 	 F�"� . Il existe n scalairesλi 	 k tels

quex=
n

∑
i ) 1

λiei. Commee�k / i(x)=0 pour tout i=1,...,n-k,xi / 1=0 pour tout i=1,...,n-ket

x estbien élémentde F. Voila qui prouve l’inclusion réciproque.Le secondpoint se
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démontredefaçoncomplètementanalogue,....dualeoserais-jedire!

Terminonsparunepropositionqui fait le lien entrela notiondematricetransposée
etcelled’applicationlinéairetransposée.

Proposition SoientE et F deuxk-espacesvectorielsdedimensionsrespectivesm
etn. SoitΦ uneapplicationlinéairedeE dansF. Considéronsunebasee=(e1,...,em) de
E ainsi qu’unebasef=(f1,...fn) de F. Notonse� =(e� 1,...,e� m) et f � =(f1,...f � n) les bases
dualescorespondantes.Soit M(Φ,e,f) la représentationmatricielledeΦ danslesbases
e deE et f deF et M(tΦ,f � ,e� ) la représentationmatricielledel’applicationtransposée
tΦ danslesbasef � deF� et e� deE� . Alors M(tΦ,f � ,e� )=tM(Φ,e,f).

Démonstration PosonsM(Φ,e,f)=(λi j)i ) 1 0 1 1 1 0 n j ) 1 0 1 1 1 0m. PosonsaussiM(tΦ,f � ,e� ) =
(λ 2i j)i ) 1 0 1 1 1 0m j ) 1 0 1 1 1 0 n. Enparticulierpourtout i=1,...,m

Φ , ei - � n

∑
j ) 1

λi j f j �
Soit i 	 � 1 �+�*�+�*� n � , tΦ , f �i - � f �i � Φ. Soit x 	 E. Il existexp 	 k, p=1,...,m,

x � n

∑
p ) 1

xpep �
et

tΦ � , f �i - , x - � n

∑
p ) 1

xp f �i � Φ , ep -
� n

∑
p ) 1

xp f �i , n

∑
j ) 1

λp j f j -
� m

∑
p ) 1

xpλpi �
Cetteégalitéétantvraiepourtout x 	 E, on a:

tΦ � , f �i - � m

∑
p ) 1

λpie �p
� m

∑
p ) 1

λ 2ipe �p �
En identifiantlescoefficientsentrelesdeuxmembresdela dernièreégalité,on obtient
pourtout i=1,...,m,j=1,...,nλ 2i j=λ ji, cequi étaità démontrer.
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4 Formeslinéaireset hyperplans

Danstout ceparagraphe,E estun sousespacevectorieldedimensionquelconque.

Proposition SoitE un k-espacevectoriel.
– Le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E est un hyperplande E. Deux

formesproportionnellesontun noyauégalaumêmehyperplan.
– Réciproquementsi H estunhyperplandeE, il existeuneformelinéairenonnulle

ayantH commenoyau.De plus,touteformelinéairenonnulle ayantH comme
noyauestproportionelleà f.

Démonstration
– Si f 	 E� , et si x0 	 E3 Ker f, pourtout x 	 E, ona la décomposition

x � , x 4 f , x -
f , x0 - x0 -65 f , x -

f , x0 - x0 � x1 5 x2 �
Remarquonsque f , x1 - =0 etque f , x2 - � f , x - . Cettedécompositondéfiniedeux

sousespacesensommedirectedansE: E1 �7� x 4 f 8 x 9
f 8 x0 9 x0; 
 x 	 E � et E2 le sous

espaceengendréparx0. On montrefacilementqueE2=Ker f. Ker f estdoncde
codimension1 et définieun hyperplande E. Enfin si f ’ estunesecondeforme
proportionnelleà f, il estclair quecesdeuxformesont mêmenoyau.

– SoitH unhyperplandeE.Soitx0 unvecteurdeE 3 H. E peutêtredécomposésous
la formeE=H: <x0>etpourtoutx 	 E, il existexH 	 H etλ , x - 	 k uniquestelsque
x=xH+λ , x - x0. Posons,pourtoutx deE, f(x)=λ , x - . Onvérifiesansproblèmeque
f estbiendéfinieet qu’elleestlinéairedeE dansk. De plus,sonnoyauestexac-
tementégalàH. Soitg uneautreformelinéaireayantH commenoyau.Utilisant
la décompositionde E=H: <x0>précédente,pour tout x de E, x=xH+λ , x - x0 et
g(x)=λ , x - g(x0)=g(x0)/f(x0).f(x). f et g sontdoncbienproportionnelles.

5 Quelquesrelationset un théorème

Proposition SoientA et B deuxsousespacevectorieldeE:
1. (A+B) � =A �<; B � .
2. (A ; B) � =A � +B � .
Démonstration
1. Si f 	 (A+B) � alorspourtout x deA et touty deB, f(x+y)=0. Enparticulier, A et

B étantdessousespacesvectorieldeE, ils contiennent0 et on peutdéduirede
l’égalitéprécédentelesdeuxégalités:f(x+0)=0 et f(0+y)=0.Cequi prouvequef
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estélémentdeA � etdeB � et doncdel’intersectiondecesdeuxensembles.
Si f estélémentdeA � ; B � alorsf s’annulesurA et surB. Cequi impliquequef
s’annulesurA+B et prouvel’inclusion réciproque.

2. Soit f 	 A � +B � . f peutalorss’écriresousla formef=f1+f2 avecf1 	 A � et f2 	 B � .
Si x 	 A ; B alorsnécessairementf(x)=0 et doncA � +B ��� (A ; B) � .
Pourmontrerlasecondeinclusion,décomposonsA1 etB1 sousla formeA=A1 : A ; B
et B=B1 : A ; B. E possèdealorsun sousespaceC tel queE=A ; B : A1 : B1 : C.
Un élémentf de E� peut s’écrire sousla forme matricielle f=(g f1 f2 h) où
g 	 (A ; B) � , f1 	 A1 � , f2 	 B1 � , h 	 C� . Ainsi si f estélémentde (A ; B) � , f pos-
sèdeuneécrituredela forme(0 f1 f2 h)=(0f1 0 0)+(00 f2 h). Mais(0 f1 0 0) 	 B �
et (0 0 f2 h) 	 A � . Cequi prouveque(A ; B) ��� A � +B � .

Proposition SoientE et F deuxk-espacevectoriels.Si Φ 	=� (E,F):
1. (Im Φ) � =Ker tΦ.
2. (Ker Φ) � =Im tΦ.

Démonstration
1. Si f 	 (Im Φ) �<�>
 x 	 E, f � Φ(x)=0 � f 	 Ker tΦ.
2. Si f est élémentde Im tΦ alors il existe g 	 F� tel que f=g � Φ. Si x 	 Ker Φ,

f(x)=g � Φ(x)=0.Doncf 	 (Ker Φ) � et Im tΦ � (Ker Φ) � .
L’inclusion difficile à montrerestla suivante:(Ker Φ) ��� Im tΦ. NotonsE1=Ker
Φ etF1=Im Φ. On trouvedessupplémentairesE2,F2 de,respectivementE1 etF1

dansE etF: E=E1 : E2 et F=F1 : F2. Φ peutêtrereprésentéeparla matrice:

Φ � F1 F2?
0 θ
0 0 @ E1

E2

où θ:E2 � F1 estun isomorphismecarE2 % F/Ker Φ % Im Φ. Soit u 	 E� . u peut
êtrereprésentéepar la matrice(u1,u2) où u1 	 E1 � et où u2 	 E2 � . Remarquons
de plus quesi v 	 F� alorsv peutêtrereprésentéepar la matricev=(v1,v2) avec
v1 	 F1 � et v2 	 F2 � . Supposonsqueu=(u1,u2) soit élémentde (Ker Φ) � =E1 � .
Alors u1=0 et prenantun élémentv2 quelconquedansF2 �

u � , 0 � u2 - � , θ A 1u2 � v2 - ? 0 θ
0 0 @ � v � Φ �

Et doncu estdansl’image detΦ.

Théorème Soit (f1,...,fn) une famille de n formeslinéairessur E. Posonspour
tout i=1,...,nHi=Ker fi. E� étantun espacevectoriel,la famille (f1,...,fn) peutêtrevue
commeun ensembleden vecteursdeE� . Ona alorslesdeuxpropriétéssuivantes:

1. Le rangdecesystèmedevecteurestégaleà la codimensionde
n�

i ) 1

Ker fi.
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2. f 	 <f1,...,fn> � H1 ; ...; Hk � Ker f.

Démonstration RemarquonspourcommencerqueH1 ; ...; Hk estun sousespace
vectorielde E car intersectionde sousespacevectoriel de E. Soit F un supplémen-
taire de ce sousespacevectoriel dansE. Il existe donc un isomorphismeentreF et
E/H1 ; ...; Hk. Si f 	 E� , notonsf ’ la restrictionde f à F. On a vu déjàquesi i désigne
l’inclusion de F dansE, f ’ � i=f.Soit t i:E B$�<� F� f � t (f)=f ’. On sait que t i estlinéaire.
Donc E� /ker t i % Im t i. Ce qui s’écrit encore,t i étantsurjective, F� =E� /Ker t i. Mais
on a démontréprécédemmentque Im t i=(Ker i) � =(H1 ; ...; Hk) � . On a alors prouvé
l’isomorphisme(H1 ; ...; Hk) �C% F� . Mais (H1 ; ...; Hk) � =H1+...+Hk=Vect(f1,...,fk). Ce
qui démontrele théorème.

6 Bidual

Définition Soit E un k-espacevecotoriel.Soit E� le dualdeE. On apellebidual
deE l’espacevectorieldualdeE� . OnnoteE�"� cetespacevectoriel.

Proposition Considéronsl’application: i:E � E�"� qui à x 	 E associel’application
i(x):E �D� k telle quesi f 	 E� , i(x)( f )=f(x). i estbien définie,estlinéaireet injective.
IdentifiantE à l’imagedei dansE�$� , on dira queE estinclu danssonbidual.

Démonstration Onvérifiesansproblèmequei estbiendéfinieet linéaire.Deplus
si x 	 E esttel que 
 f 	 E� i(x)( f )=0 alors 
 f 	 E� , f (x)=0 et forcémentx=0. DoncKer
i= � 0 � et i estinjective.

La questioncorollairedecettepropositionestbiensûr:pourquellesconditionsi est
surjective?Dansle casoù i estsurjective,onaurraexhiberun isomorphismeentreE et
sonbidualE�"� . Remarquonsquecet isomorphismeestdéfiniede façonindépendante
d’unebasesurE ouE�"� . i estparconséquent,sousréservedeconditionsassurantdesa
surjectivité, un isomorphismecanoniqueentreE et E�"� . Voyonscesconditions:

Proposition Soit E un k-espacevectoriel.E estisomorpheà sonbidualE�"� si et
seulementsi E estdedimensionfinie.

Démonstration SupposonsqueE estdedimensionfinie. E et sondualE� ont par
conséquentmêmedimension.E� estdonc,en particulier, aussiun k-espacevectoriel
de dimensionfinie. Ré-appliquonscequi vient d’êtredit pour E à E� : E� et sondual
E�"� sontde mêmedimension.Conclusion:E et E�"� ont mêmedimension.i estalors
nécessairementsurjective ( formule du rang) et définiebien un isomorphismede E
danssonbidual.
SupposonsmaintenantqueE n’est pasde dimensionfinie. Il existe alorsunefamille
libre dénombrable(ei)i � I de vecteursde E ( I désigneun ensembledénombrable).
ConsidéronsF le sousespacevectorielengendréparcettefamille. Considéronsaussi
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un supplémentaireG de cesousespacevectoriel.On a: E=F: G. Pourtout x vecteur
deE, il existeunefamille (αi)i � I descalairedek àsupportfinie etunvecteurg 	 G tels
que

x � ∑
i � I

αiei 5 g �
Considéronsles formeslinéairese�i de E� définiepar 
 x 	 E de la forme précédente,
e�i (x)=<ei,x>=αi. On vérifie facilementquela famille (e�i )i � I estlibre dansE� . Consi-
déronsla aussile sousespacevectorielF’ deE� engendréparcettefamilleainsiqu’un
supplémentaireG’ deF’: E� =F’ : G’. Pourtout f 	 E� , il existeunefamille à support
fini (βi)i � I descalairesdek ainsiqu’unélémentg’ 	 G’ telsque

f � ∑
i � I

βie �i 5 g 2 �
Pourtout x==∑

i � I
αiei 5 g 	 E, i(x):E �<� k esttelle quel’ensembledesi 	 I / i(x)(e�i ) (� 0

estdecardinalfini. L’imagedei estdoncinclusedansl’ensemblenoté E desformes
linéairesθ définiesde E� dansk et tellesque � i 	 I / θ(e�i ) (� 0 � soit de cardinalfini.
Considéronsθ:E�F� k définiepar, si f � ∑

i � I

βie �i 5 g 2 	 E�
θ , f - � ∑

i � I

βi �
On vérifie queθ estbien définieet linéaire.θ estdoncélémentde E�$� . Cependantθ
n’estpasdansl’ensembleE car 
 i 	 I, θ , e �i - � 1. Doncθ n’estpasdansl’imagedei et
i n’estpassurjective.E etE�"� nesontalorspasisomorphes.


