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Dual d’'un espacevectoriel

1 Intr oduction

L'espacedual d’'un espacevectorielestI’ensemblede toutesles formeslinéaires
définiessur cet espace( c’est a dire I'ensemblede toutesles applicationslinéaires
définiesde cetespacalanssoncorpsdebase). La dualitéestuninstrumentechnique
intervenantsouventen mathématique€onnonsquelquesxemples.

— L’applicationqui aunvecteurassociesaiemecoordonnéelansunebasedonnée

d’un espacevectorielestuneformelinéaire.

— La dualité serta définir la topologiede la convergencesimple sur certainses-

pacesfonctionnels.Ces espacesnterviennententre autre quandon étudieles
distributions.

— En calcul différentiel,les différentiellesde fonctionsdéfiniesd’'un espacevec-
toriel dansR sontdesformeslinéaireset doncdesélémentgdu dualde 'espace
vectorielconsidéré.

— En géométrie)esformeslinéairessenenta donnerdeséquationsdpoureshy-
perplansCe qui enfait aussiun outil detravail pourla géométrigprojective.

2 Définitions

Si on considéraun corpsk, il estpardéfinitionmuni d’uneloi internedonnéepar
I'addition. La multiplicationdanscecorpspeutétrevuecommeuneloi externedek xk
dansk. Le corpsk munide cetteloi interneet decetteloi externea ainsiunestructure
de espacevectoriel sur lui méme.Sadimensionseraévidlemmeng&gala 1. Cettere-
marquedonneun sensala définitionqui suit.

Définition Uneforme linéaire surun k-espacevectorielE estuneapplicationli-
néairede E dansle corpsk. OnnoteE* 'ensembledesformeslinéairessurE.

Proposition L'ensembleE* desformeslinéairesdéfiniessurle k-espacevectoriel
E possédeinestructured’espacevectorielpourla loi internedonnéeparl’addition des
fonctionsde E dansk et la loi externedonnéeparla multiplication d’'une fonctionpar
unscalairedek. E* estappeléespacevectoriel dual del'espacevectoriel E.

Démonstration Rappelongjuel’ensembledesfonctionslinéaires£(E,F) définies
entredeuxespacesectorielsE et F possédeainestructured’espacevectorielpourles
lois précédemmentnentionnéeskE* esten fait égala L(E,k), qui possédebien une
structured’espacevectoriel.
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Notation Sif estun élémentde E* et x un élémentde E, on notera<f,x>la valeur
def priseenx. Cettenotation,qui fait référenceau produit scalaire estici utile car
on s’occuperadu sousensemblale E* desformeslinéairessur E s’annulantgueune
partieF de E. CesousensembleseranotéF° et seraappelléd’orthogonaledeF. Dela
mémefacon,on étudierd’orthogonaled’une partieU de E*, etqui sera’ensembledes
élémentx de E dontl'image, partout les élémentgde U vaut0. Attention cependant
denepasconfondrece qui n'estqu’unenotationavecle réelproduitscalaire.

Définition  Soit E un k-espacevectorielet F un sousespacevectorielde E. On
appelleorthogonal de E eton noteF° I'ensembledesformeslinéairessurE qui s’an-
nulentsurF.

Fe={f eE";¥xeF < fx>=0}.

Proposition SiF1etF2sontdeuxsousespacesectorielsdel'espacevectorielE
telsqueF1CF2alorsF2°CF1°.

Démonstration C’est évident:Si f estuneforme linéaire définie sur E qui s’an-
nulesurF2 alors,commeF1 estunepartiedeF2, elle s’annulesurF1.D’ou I'inclusion
indiquée.

Proposition SoitE unk-espacevectorielet F unesouspartiedeE. Alors F°=(Vect
F)°.

Démonstration CommeFC\VectF, il estclair que(VectF)°CF°. Siu estélément
de F°, alorsu s’annulesur tout élémentde F, et commeu estlinéaire, elle s’annule
sur toutescombinaisonginéairesd’élémentsde F. u s’annuledonc sur Vect F et est
élémentde (VectF)°. Cequi prouwel'inclusion réciproque.

Proposition Soit E un k-espacevectorielet F un sousespacevectorielde E. No-
tonsi I'application d’inclusion de F dansE: i:F—E, xeF—i(x)=x. Remarquongjue
touteforme linéaire sur E définie, par restrictionde cetteapplicationa F, une forme
linéairesurF. Notons'i I'applicationde E* dansF* qui auneformelinéairedéfiniesur
E associesarestrictiona F. Remarquonsjuesi feE* alorsti(f)=f oi. De plus'i estune
applicationlinéairesurjective et Kerti=F°.

Démonstration On vérifie sanspeinequeti estlinéairede E* dansF*. Deplus:fe
Ker'i & foi=0 & VYxeF, f(x)=0 < feF°. Cequi prouve queKer'i=F°. Vérifionsaussi
la surjectvité. SoitfeF* etsoit F’ un supplémentairele F dansk. Tout élémentx de
E possédainedécompositiorde la forme x=x;+x; avecx, €F etx; €F'. Définissons
I'application: f par: f(x)=f(x1). On vérifie sanspeineque f estbiendéfinie,quec’est
uneformelinéairesur E etdoncun élémentde E*, etqueti( f)=f.

Définition Soit E et F deuxk-espacesectoriel.Soitd € L(E,F).On appelleap-
plication transposéede I'application ® et on note'® I'application:'®:F*—E* qui a
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feF* associda formelinéairesur E '@d(f)=fod.

Définition Soit E un k espacevectoriel et soit U une partie de E*. On appelle
orthogonal de U eton noteU~ la souspartiede E donnéepar:

Ut ={xeE/¥xeU, <ux>=0}.

Proposition Soit E unk-espacevectoriel.
— SiU estunepartiede E*: UL=(Vect(U))*.
— SiF, etF, sontdeuxsousensemblesle E* telsqueF; CF, = Fy CFf.

— SiU estunsousespacevectorielde E* alorsFL:ﬂ Ker u.
ueF

Démonstration Contentonsousde prouwer le troisiemepoint. Les démonstra-
tions despoints 1 et 2 sont exactementies mémesque cellesfaites précédemment.
Prenongdoncun sousespacevectoriel F de E*. Soit aussiucF. Pourtout x dansF+,
<u,x>=0.Doncxekeru etF-c ﬂ Ker u. Maintenansi x estun élémentdecetteinter-

ueF
section alorspourtout ueF, <u,x>=0etdoncxeF*, cequi pouwe l'inclusion inverse.

Proposition Soit E unk-espace/ectorielet soit F unesouspartiede E. Alors:
1. FCPF°t.
2. Pe=pole,

Démonstration

1. Commencongpar le premierpoint: Soit x un élémentde F. Pourtout f de F°,
f(x)=0, cequi implique queFCF°L.

2. Pourle secondgoint: I'inclusion précédent@ermeid’obtenir:F°-°CF°. Deplus,
sifeF°, pourtoutxeF°+, <f,x>=0. Cequi nousassurelel’inclusion réciproque.

Proposition Soit E un k-espacevectorieletsoitf uneformelinéairenonnulle sur
E. Alors: CodimKerf=1.

Démonstration Commef estnonnulle, elle estsurjective et sonimageestégale
a k tout entier Mais le théorémed’isomorphiepour les applicationslinéairespermet
d’affirmer que E/Ker f~Im f. Par conséquentcommetout supplémentairele Ker f
danskE estisomorphea E/Ker f, tout supplémentairée Ker f dansk estde dimension
1. Cequi veutexactementlire queKer f estdecodimensiori.
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3 Dualité et dimensionfinie

Proposition Si E estun espacevectoriel de dimensionfinie alorsle dual de E
possedéa mémedimensionqueE.

Démonstration Rappelonsci encorequeE*=L(E,k) etquesi E et F sontdeuxk
espacesectorielsde dimensiorfinie alors L(E,F) estun k-espacevectorielde dimen-
siondim Exdim F. Commek estdedimensionl, la propositionestdémontrée.

Definition Soientu,jeN. Ondéfinitle symbolede Kr onecker &;;j par:
— §j=0sii#j.
— §;;=0sii=j.

Théoréme Soit E un k-espacevectoriel de dimensionfinie n et soit (ey,...,&)
une basede E. Considérondes n formeslinéairese’ i=1,...,n définiespar Vi=1,...,n
Vij=1,...,ng(e))=5i; oug;j représentée symboledeKronecler. Alors lafamille (e;, ..., &)
estunebasede E* appelééaseduale dela base(ey,...,q).

Démonstration Commedim E*=n, il sufiit de démontrerquela baseconsidérée
estlibre dansE*. Ainsi, elle seralibre maximaleet donc seraune basede E*. Soit
n

Aj i=1,...,nunefamille de n scalairedek tels que Zl)\ie'* = 0. Alors, fixantip parmi

n
{1, ..,n},zi)\iq*(a = 0. Cequi équivauta 21)\ iGii, = 0. SoitencoreA;, = 0. Effec-

tuant cette opérationpour chaqueig de {1,...,n}, on trouve A; = OVi €{1,...,n}. La
famille (e],...,€,) décritdoncbienunefamille libre de E.

Dansle casde la dimensioninfinie, le théorémesuivant n’est vrai, commenous
I'avonsmontré,quedansun sens.

Proposition Soit E unk-espacevectorieldedimensiorfinie.
— Soit F unsousespacevectorielde E. Alors F=P°+.
— SoitF’ unsousespacevectorielde E* alorsF’=F +°,

Démonstration On a déjamontrélinclusion FCF°+. Soit xeF°+. Notonsk=dim
F et soit (ey,....,&) une basede F. Notonsn=dim E et complétonscette basede F
enunebasedeE: (ey,...,&). Le sousespacevectorielde E engendréar les vecteurs
(&+1,---,6) estun supplémentairee F dansk. Unebasede F° estdonnéeparla base
dualede ce supplémentaire(eg, ,...,&)- Soit xeF°L. Il existe n scalairesh; €k tels

quex—zi)\la Commeegj_;(X)=0 pourtouti=1,...,n-K, x;+1=0 pourtouti=1,...,n-ket

X estbien élémentde F. Voila qui prouwe l'inclusion réciproque Le secondpoint se
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démontrede fagconcomplétemenanalogue,...dualeoserais-jalire!

Terminonsparunepropositionqui fait le lien entrela notionde matricetransposée
etcelled’applicationlinéairetransposée.

Proposition SoientE etF deuxk-espacesectorielsde dimensiongespectresm
etn. Soit® uneapplicationlinéairede E dansF. Considéronsinebasee=(e,...,&) de
E ainsiqu'unebasef=(f1,...f;) de F. Notonse*=(e*1,...,6n) etf*=(f1,...fy) lesbases
dualescorespondanteSoit M(®d,e,f) la représentatiomatriciellede ® danslesbases
edeE etf deF etM(!®,f*,€") la représentatiomatriciellede 'applicationtransposée
td danslesbasef* deF* ete* deE*. Alors M(*®,f*,&)=M(®,e,f).

emonstration Poson €,0)=RAij)i=1,...nj=1,...m. POsonsaussi .6 =
Dé ion P M(P,e,N)=Aj) P iM(t®, )
(Aij)i=1,...mj=1,..,n. Enparticulierpourtouti=1,...,m

n
¢Ka)=.§:huﬁ.
=1

Soiti€ {1,...,n}, ' d(f*) = f* o ®. SoitxeE. Il existex, €k, p=1,...,m,

n

X="Y Xp€p-
p;pp

et N
DI = 3 1 0(ey
p=

n n
= Xpf (Y Apifj)
p=1 =1

m
p=1

CetteégalitéétantvraiepourtoutxeE, ona:

m
for(f) = > Ani€p
p=1

m
_ I ok
= z Aip€hp-
p=1

Enidentifiantles coeficientsentrelesdeuxmembregiela derniereégalité,on obtient
pourtouti=1,...,m,j=1,...,nA{;=Aj;, cequi étaitadémontrer
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4 Formeslinéaireset hyperplans

Danstout ce paragraphek: estun sousespacerectorielde dimensionquelconque.

Proposition Soit E unk-espacevectoriel.

— Le noyau d’'une forme linéaire non nulle sur E estun hyperplande E. Deux
formesproportionnelle®ntun noyau égalaumémehyperplan.

— Réciproquemerti H estunhyperplandeE, il existeuneformelinéairenonnulle
ayantH commenaoyau. De plus,touteformelinéairenon nulle ayantH comme
noyauestproportionelleaf.

Démonstration
— SifeE*, etsixg €E\Kerf, pourtoutxeE, onala décomposition

f(x) f(x)
f(xo) f(Xo)

Remarquonsgjue f (x;)=0 etque f (xz) = f(x). Cettedécompositoméfiniedeux
sousespacegnsommedirectedansk: E; = {x— %XO;VX € E} etE; le sous
espacesngendrépar xo. On montrefacilementque Ex=Ker f. Kerf estdoncde
codimensionl et définieun hyperplande E. Enfin si f* estuneseconddorme

proportionnellef, il estclair guecesdeuxformesontmémenoyau.

— SoitH unhyperplardeE. Soitxp unvecteurdeE\H. E peutétredécomposéous
laformeE=H®<xo>etpourtoutx€E, il existexy €H etA(x) €k uniquegelsque
x=xXH+A(X)Xo. Posonspourtoutx deE, f(x)=A(x). Onvérifie sansproblémeque
f esthiendéfinieetqu’elle estlinéairede E dansk. De plus,sonnoyauestexac-
tementégala H. Soitg uneautreformelinéaireayantH commenoyau. Utilisant
la décompositiorde E=H@<xg>précédentepour tout x de E, Xx=xn+A(X)Xo et
9(X)=A(X)g(x0)=g(X0)/f(x0).f(x). f etg sontdonchienproportionnelles.

X=(X—

X0)+ Xo = X1 + Xa.

5 Quelquesrelationset un théoréme

Proposition SoientA et B deuxsousespacesectorieldeE:
1. (A+B)°=A°NB°.
2. (ANB)°=A°+B°.

Démonstration

1. Sife(A+B)° alorspourtoutx deA ettouty deB, f(x+y)=0. En particulier A et
B étantdessousespaceyvectorielde E, ils contiennenD et on peutdéduirede
I'égalité précédentéesdeuxégalitésf(x+0)=0 et f(0+y)=0. Cequi prouve quef
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estélémentde A° etde B° etdoncdel'intersectionde cesdeuxensembles.
Sif estélémentde A°NB° alorsf s’annulesurA etsurB. Cequiimpliqguequef
s’annulesur A+B et prouwel'inclusion réciproque.

2. SoitfeA°+B°. f peutalorss’écriresousla formef=f1+f, avecf; €A° etf, €B°.
SixeANB alorsnécessairemeiifx)=0 etdoncA°+B°C(ANB)°.
Pourmontrena secondénclusion,décomposoné; etB; soudaformeA=A1»ANB
et B=B1®»ANB. E possedealorsun sousespaceC tel queE=ANB®HA16B16C.
Un élémentf de E* peut s'écrire sousla forme matricielle f=(g f1 f2 h) ou
ge(ANB)*, f1 €A1*, f2 €B1*, heC*. Ainsi si f estélémentde (ANB)°, f pos-
sédeuneécrituredela forme (0 f; f2 h)=(0f, 0 0)+(00 f, h). Mais (0 f; 00)eB®
et(00f; h)eA°. Cequi prouve que(ANB)°CA°+B°.

Proposition SoientE et F deuxk-espacevectoriels.Si® € L(E,F):
1. (Im ®)°=Ker'o,
2. (Ker®)°=Imto.

Démonstration

1. Sife(Im ®)°s Vx €E, fod(x)=0 < feKer'®.

2. Si f estélémentde Im '® alorsil existe geF* tel que f=go®. Si xeKer @,
f(x)=go®(x)=0. Doncfe(Ker ®)° etim '® C (Ker ®)°.
L'inclusion difficile & montrerestla suvante:(Ker ®)°CIm '®. NotonsE;=Ker
@ etF1=Im ®. OntrouvedessupplémentaireB,,F, de,respectiementE; etF;
dansE etF: E=E1®E; et F=F & F,. ® peutétrereprésentéparla matrice:

B R
b= 0 6 E;
( 0 0 ) =)
ou 6:Ex —F; estunisomorphismecar E; ~F/Ker @ ~Im ®. SoitucE*. u peut
étrereprésentépar la matrice(ug,uU) ou u; €E1* etou up €E>*. Remarquons
de plus quesi veF* alorsv peutétrereprésentéparla matricev=(v1,v2) avec

vi €F1* etvy €Fy*. Supposongjue u=(ug,up) soit élémentde (Ker ®)°=E;°.
Alors u;=0 et prenantun élémentv, quelconqualansF,*

u= (O,UZ) = (9_1U2,V2) ( 8 g ) =Vo®.

Et doncu estdansl'image de'®.

Théoréeme Soit (f1,...,f;) une famille de n formeslinéairessur E. Posonspour
touti=1,...,nH;=Ker f;. E* étantun espacevectoriel,la famille (f1,...,f,) peutétrevue

commeun ensemblalen vecteursde E*. Onaalorslesdeuxpropriétésuivantes:
n

1. Lerangdecesystéemealevecteurestégaleala codimensiorde ﬂ Ker fi.
i=1



Emmanuel Vieillard Baron www.les-mathematiques.net 8

2. fe<fy,....fli>eHIN..NH CKerf.

Démonstration RemarquongourcommencequeHiN..NHy estun sousespace
vectoriel de E car intersectionde sousespacevectoriel de E. Soit F un supplémen-
taire de ce sousespacevectorieldansk. Il existe donc un isomorphismeentreF et
E/HiN..NH. Si feE*, notonsf’ la restrictiondef a F. On avu déjaquesi i désigne
I'inclusion de F dansE, f’oi=f.Soit i:E/*—F* f— {(f)=f’. On saitque!i estlinéaire.
Donc E*/ker ti~Im !i. Ce qui s’écrit encore,!i étantsurjective, F*=E*/Ker ti. Mais
on a démontréprécédemmengue Im ti=(Ker i)°=(HiN...NHy)°. On a alors prouvé
lisomorphisme(H1N..NH)°~F*. Mais (H1N..NHy)°=H1+...+H=Vect(f,...,f). Ce
qui démontrde théoréme.

6 Bidual

Définition Soit E un k-espacevecotoriel.Soit E* le dualde E. On apellebidual
deE I'espacevectorieldualde E*. On noteE** cetespacevectoriel.

Proposition Considérond'application:i:E—E** qui a x€E associd’application
i(x):E*—k telle quesi f €E*, i(x)(f)=f(x). | estbien définie,estlinéaireetinjective.
IdentifiantE al'image dei dansE**, ondira queE estinclu danssonbidual.

Démonstration On vérifie sangproblémeguei estbiendéfinieetlinéaire.De plus
sixeE esttel queVf eE* i(x)(f)=0alorsVf €E*, f(x)=0 etforcémentx=0. DoncKer
i={0} eti estinjective.

La questioncorollairede cettepropositionestbiensirpourquellesconditionsi est
surjectve? Dansle casoui estsurjectve,on aurraexhiberunisomorphismesntreE et
sonbidual E**. Remarquonsjue cetisomorphismeestdéfiniede fagonindépendante
d’'unebasesurE ouE**. i estparconséquensousrésene deconditionsassurantlesa
surjectvité, unisomorphisme canoniqueentreE et E**. Voyonscesconditions:

Proposition Soit E un k-espacevectoriel.E estisomorphea sonbidual E** si et
seulemensi E estdedimensiorfinie.

Démonstration SupposonsjueE estde dimensiorfinie. E et sondual E* ont par
conséquenmémedimension.E* estdonc,en particulier, aussiun k-espacevectoriel
de dimensionfinie. Ré-appliquonge qui vient d’étre dit pour E a E*; E* etsondual
E** sontde mémedimension.Conclusion:E et E** ont mémedimension. estalors
nécessairemersurjectve ( formule du rang) et définie bien un isomorphismede E
danssonbidual.

Supposonsgnaintenangue E n’est pasde dimensionfinie. Il existe alorsune famille
libre dénombrablgg)ic; de vecteursde E ( | désigneun ensembledénombrable).
Considérong- le sousespacerectorielengendréar cettefamille. Considéronsussi
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un supplémentair& de ce sousespacevectoriel.On a: E=FpG. Pourtout x vecteur
deE, il existeunefamille (aj)i¢| descalairedek asupportfinie etunvecteurgeG tels
que
X= Z aig+g.
e

Considérondes formeslinéairese’ de E* définie par Vx €E de la forme précédente,
& (x)=<g,x>=0;. On vérifie facilementquela famille (e")i¢| estlibre dansE*. Consi-
déronda aussile sousespace/ectorielF’ deE* engendréar cettefamille ainsiqu’un
supplémentair€&’ deF': E*=F'®G’. Pourtout f €E*, il existeunefamille a support
fini (Bi)ie) descalairegdek ainsiqu’unélémenty’ eG’ telsque

f=5Bie+d.
% i

Pourtout x::Z aig + g € E, i(x):E*—k esttelle quel'ensembledesiel / i(x)(e)#0
e
estde cardinalfini. L'image dei estdoncinclusedansl’ensemblenoté 4 desformes

linéaires® définiesde E* dansk et tellesque {iel / 8(e")#0} soit de cardinalfini.
Considéron®:E*—k définiepar, si f = Z[Siq* +d €E*
le

WUZ%&-

On vérifie que B estbien définie et linéaire.0 estdoncélémentde E**. Cependan®
n'estpasdansi’ensembleq carVi €l, 8(e) = 1. Donc® n'estpasdans’image dei et
i n'estpassurjectve. E etE** nesontalorspasisomorphes.



