
Espacestopologiquescompacts
1 Intr oduction

La compacitéestune notion qui, tout commela complètude,nouspermettrade
nousassurerde l’existencede certainsobjetsmathématiques.Elle permettraainsi de
prédirel’ existencede la limite pour certainessuitesou l’ existencedesextremums
pour unefonctionnumérique.Elle servira,d’ autrepart,a seramener, partantd’ une
situationprésentant“un caractèreinfini” à unesituation“finie” et exploitable.
Lesespacescompactssontunegénéralisation,dansle cadredesespacestopologiques,
dela notiond’intervalle ferméet bornédeIR.

2 Notions debase

Danstout le chapitre,on seplacesurun espacetopologique(X,
�

).

Notation I désigneraun ensemblequelconque(fini, dénombrableou indénom-
brable).

Définition Soit � Ui � i � I ��� (X). On dira que � Ui � i � I estun recouvrementouvert
de X si � i � I 	 Ui � �

et que
X 
��

i � I

Ui 

Remarque On parleraderecouvrementfini (resp.dénombrable,quelconque...)si

I estfini (resp.dénombrable,quelconque...).

Définition On dira que(X,
�

) estun espacetopologiqueséparési pourtout x et
y deX, il existedesouvertsOx et Oy tel quex � Ox 	 y � Oy et Ox � Oy 
 /0.

Définition On dira que(X,
�

) estun espacetopologiquecompactsi il vérifie:
– (X,

�
) estséparé.

– De tout recouvrementouvert deX, on peutextraireun recouvrementfini.(C.a.d
si

X 
��
i � I

Ui

alorsil existeI0 � I decardinalfini tel que

X 
��
i � I0

Ui ��

Ona la définitionéquivalentesuivante:
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Définition (Proposition)On dira que(X,
�

) estun espacetopologiquecompactsi
il vérifie:

– (X,
�

) estséparé.
– De tout famille � Fi � i � I defermévérifiant�

i � I

Fi 
 /0 	
on peutextraireunesousfamille finie d’intersectionvide. (C.a.dquel’on peut
trouver I0 � I decardinalfini et tel que�

i � I0

Fi 
 /0 �
Démonstration Soit � Fi � i � I unesuitedeferméd’intersectionvide.Alors, on a

�
�
i � I

Fi � c 
��
i � I

Fc
i 
 /0c 
 X 


� Fc
i � i � I estdoncun recouvrementouvertdeX . On peutalorsenextraireun recouvre-

mentfini. SoitdoncI0 � I decardinalfini tel que

�
i � I0

Fc
i 
 X 


Enrepassantaucomplémentaire,on trouvel’égalitévoulue:�
i � I0

Fi 
 /0 


Corollair e Si � Fn � n � IN estunesuitedécroissantedefermésnonvidesdeX compact
alors

�
n � IN

Fn �
 /0 

Démonstration Il suffit deprendrela contraposéedela propositionprécédenteet

de l’adapterà notrecasdefigure(I=IN ): Si pourunefamille � Fn � n � IN de fermé,on a
pourtoutepartiefinie I0 deIN :

�
i � I0

Fi �
 /0

(cequi estvrai ici car � Fn � n � IN estdécroissanteet�
i � I0

Fi 
 Fi0

ou i0=sup� i � I0 � ) alorson a
�

i � IN

Fi �
 /0
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Exemple Lesintervallesferméset bornésdeIRsontdesespacescompactspourla
topologiedéfinieparla valeurabsolue.

3 Suitesdansun espacecompact

Nousallonsvoir ici uneapplicationfondamentaleauxespacesmétriquesdu corol-
laireprécédent.

Ona vu, dansle casdesespacesmétriques,la propriétésuivante:

Proposition Si (X,d) estun espacemétrique,si � xn � n � IN estunesuitedeX etx est
un pointdeX, ona l’équivalencesuivante:

� xn � n � IN admetx commepoint d’accumulation � On peutextraire de � xn � n � IN

unesoussuiteconvergeantversx.

Théorème Toutesuited’un espacemétriquecompactpossèdeunpointd’accumu-
lation.

Démonstration Eneffet, ona vu dansle courssurlesespacesmétriquesquel’en-
sembledesvaleursd’adhérenced’unesuite � xn � n � IN estdonnépar

∞
�
i � 0

� xn;n � i ��

Posons

Fi 
�� � xn;n � i ��� i � IN 

La famille Fi estbienunesuitedécroissantedefermésnonvides.Et donc,parapplica-
tion dela propositionprécédente,l’intersectiondetouslesélémentsdecettefamilleest
nonvide. L’ensembledesvaleursd’adhérencede la suite � xn � n � IN estparconséquent
nonvide.Cqfd.

Remarque Onpourraitseposerleproblèmedela réciproque.Donnonsnous(X,
�

)
un espaceayantla propriété: De toutessuitesde X, on peutextraire unesous-suite
convergente.Peuton alorsaffirmer que(X,

�
) estcompact?La réponse,dansle cas

métrique,estpositiveetestdonnéeparle Théo.deBolzano-Weierstrass.

4 Sousespacescompacts

Onsupposedorénavantque(X,
�

) estun espaceséparé.
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Définition Ondit d’un sousensemblede(X,
�

) qu’il estcompacts’il estcompact
pourla topologieinduite decelledeX.

Remarque Afin desimplifier l’utilisation dessousespacescompacts,on donnela
caractérisationsuivante:

Proposition Ona équivalenceentre:
– K estun sousespacecompactdeX.
– Pourtoutefamille � Ui � i � I d’ouvertsdeX tel que

K � �
i � I

Ui 	
il existeI0 � I decardinalfini tel que

K � �
i � I0

Ui 

Démonstration Si � Ui � i � I estunefamilled’ouvertsdeX, alors � Ui � K � i � I estune

famille d’ouvertsdeK pour la topologieinduitedeX surK . Si K estcompact,et que� Ui � K � i � I estun recouvrementouvertdeK, on peutenextraireun recouvrementfini
eton auranécessairement

K � �
i � I0

Ui

où I0 désigneunesouspartiefinie deI. Réciproquement,si pour toutefamille � Ui � i � I

vérifiant
K � �

iinI

Ui 	
on peutextaire unesousfamille finie recouvrantK alorscelaprouve quepour toute
famille d’ouvertdeK (pour la topologieinduitedeX surK) et recouvrantK, on peut
extraireunesousfamille finie recouvrantK. K estdonccompactpourla topologiein-
duite.

On comprendrala nécessitéde supposerqu’un espacecompactestun espaceséparé
enétudiantla propositionsuivante.

Théorème Toutcompactestfermé.

Démonstration Soit K un compactde X.(On peutavoir K=X).MontronsqueKc

estouvert.Si Kc 
 /0 alorsla démonstrationestterminée.Sinonsoitx � Kc. CommeX
estun espaceséparé,pourtout y dansK, on peuttrouverun ouvertOx � y contenantx et
un ouvertOy contenanty tel queOx � y � Oy 
 /0. Mais on a l’inclusion

K � �
y � K

Oy 
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La famille � Oy � y � K definitdoncunrecouvrementouvertdeK. Decerecouvrement,on
peutextraireunrecouvrementfini � Oyi � i � 1 � � n. Posant

O 
 n
�
i � 1

Ox � yi

(qui estouvertcommeintersectionfinie d’ouverts), onconstruitunouvertdeO conte-
nantx etdisjointdeK. OnmontreainsibienqueKc estouvertetdoncqueK estfermé.

Théorème Tout fermédansun compactestcompact.

Démonstration SoientF un ferméet K un compactde X contenantF. Soit aussi� Ui � i � I unefamille d’ouverts(ouvertspourla topologiedeK) dont la réunioncontient
K. La famille � Fc ��� � Un; n � IN � estun recouvrementouvertdeK. On peutdoncen
extraireun recouvrementfini deK � Ui � i � I0 ou I0 estunepartiefinie deI. Mais alors

F � �
i � I0

Ui 	
etF estcompactCqfd.

Proposition
– Uneréunionfinie desousespacescompactsestcompacte.
– Uneintersectionquelconquedesousespacescompactsestcompacte.

Démonstration
– Soit � Ki � i ��� 1 � � � n unefamille finie de sousespacescompacts.Soit K la réunion

desélémentsdecettefamille et � U j � j � J un recouvrementouvertdeK. Pourtout
i=1...n, � U j � Ki � j � J estdoncunrecouvrementouvertdeKi. Maiscommechaque
Ki0 estcompact,pour tout i0=1...n,on peuttrouverun sous-ensemblefini Ji0 de
J tel queKi0 soit recouvert par la famille finie d’ouverts � U j � Ki � j � Ji0

. Mais la
famille � U j ; j � Ji0 ; i0 
 1 
�
 
 n � estfinie,extraitedela famille � U j � j � J etrecouvre
K. D’un recouvrementquelconquedeK, on a extrait un recouvrementfini et on
a ainsibienmontréqueK estcompact.

– Soit � Ki � i �!� I unefamille finie de sousespacescompacts.Cettefois ci K dési-
gneral’intersectiondesélémentsdecettefamille.Remarquonstout d’abordque
K estfermécommeintersectionquelconquedefermés. Deplus,pourtout i dans
I, K estinclusdansKi. DoncK estunsousensembleferméd’un espacecompact
. C’estdoncun espacecompact.

5 Continuité et compacité

Théorème fondamental L’image d’un compactpar uneapplicationcontinueest
compacte.
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Démonstration SoientK un compactde (X,
�

), (Y,
�#"

) un espacetopologiqueet
f : X $&% Y uneapplicationcontinuedeX dansY . Soit � U "

i � i � I unrecouvrementouvert
de f � K � (pourla topologieinduite sur f � K � ...). Ona donc

f � K � 
 �
i � I

Ui 

Rappelonsquesi A et B désignentdeuxensemblesquelconquesdeY alors

f ' 1 � A � B �(� f ' 1 � A �)� f ' 1 � B �*

Alors

K � f ' 1 � f � K �+�,� f ' 1 � �
i � I

Ui �-� �
i � I

f ' 1 � Ui ��

Mais f étantcontinue, chaquef ' 1 � Ui � � K estunouvertdeK (pourla topologieinduite
deX surK).CommeK estcompact,on peutextrairedela famille � f ' 1 � Ui � � K � i � I un
recouvrementfini de K � f ' 1 � Ui � � K � i � I0 (où I0 estunesouspartiefinie de I). On a
alors,comme

f � A �)� f � B � 
 f � A � B � 	
f � K �,� f � �

i � I0

f ' 1 � Ui � � K �(� �
i � I0

f � f ' 1 � Ui � � K �+�-� �
i � I0

f � f ' 1 � Ui �+�,� �
i � I0

Ui 

Et donc,du recouvrementinitial de f � K � , on a extrait un recouvrementfini, ce qui
prouveque f � K � estcompact.

Remarque Si f estun homéomorphismede(X,
�

) dans(Y,
�."

) etqueX estcom-
pact,il enestdemêmedeY.
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