Espacedopologiquescompacts

1 Intr oduction

La compacitéestune notion qui, tout commela completude nouspermettrade
nousassureide I'existencede certainsobjetsmathématiquesElle permettraainsi de
prédirel’ existencede la limite pour certainessuitesou I’ existencedesextremums
pour unefonction numérique Elle servira,d’ autrepart,a seramenerpartantd’ une
situationprésentantun caractérenfini” a unesituation“finie” etexploitable.
Lesespacesompactsontunegénéralisationdansle cadredesespacesopologiques,
dela notiond'intervalleferméetbornédelR .

2 Notionsdebase

Danstoutle chapitre,on seplacesurun espaceopologique(X, O).

Notation | désigneraun ensemblequelconque(fini, dénombrableou indénom-
brable).

Définition Soit (Uj)ier C P(X). Ondiraque (U;)ie; €stun recouvrementouvert
de X siVi € |,Uj € Oetque
X=Ju.

i€l
Remarque On parlerade recouvrementini (resp.dénombrableguelconque...§i
| estfini (resp.dénombrablequelconque...).

Définition Ondiraque(X,0) estun espaceopologique séparési pourtout x et
y deX, il existedesouvertsOy et Oy tel quex € Oy, y € Oyet OxN Oy = 0.

Définition Ondiraque(X,0) estun espaceopologiquecompactsi il vérifie:
— (X,0) estséparé.
— Detout recouvremenbuvertde X, on peutextraire un recouvrementini.(C.a.d

Si
X= UUi
i€l
alorsil existelg Cl decardinalfini tel que
X=JUu).

i€lp

Onala définitionéquivalentesuivante:



Définition (Proposition)On diraque(X,0) estun espacdopologiquecompactsi
il vérifie:
— (X,0) estséparé.
— Detoutfamille (F)i¢ defermévérifiant
(R =0,
i€l
on peutextraire une sousfamille finie d’intersectionvide. (C.a.dquel’'on peut
trouverlg C | decardinalfini ettel que

NF=0
i€lp
Démonstration Soit (F)iel unesuitedeferméd’intersectiorvide. Alors, ona
(NFr=Ur=0=x
i€l i€l

(F®iel estdoncunrecouvremenbuvertde X . Onpeutalorsenextraireun recouvre-

mentfini. Soitdonclg CI de cardinalfini tel que
JFR=xX.
i€lp
Enrepassanaucomplémentaireon trouve I'égalité voulue:

(F=0

i€l

Corollair e Si(Fy)nen estunesuitedécroissantdefermésnonvidesdeX compact

alors
m Fn # 0.

neiN

Démonstration Il sufiit de prendrela contraposéée la propositionprécédentet
del'adaptera notrecasde figure (I=IN): Si pourunefamille (Fy)nein defermé,ona
pourtoutepartiefinie Ig deIN :

(F#0

i€l

(cequiestvraiici car (Fy)neiv estdécroissantet
ﬂ F=F,
i€l

ouig=sup(i € lp}) alorsona

NF#0

i€IN



Exemple Lesintervallesferméset bornésde IR sontdesespacesompactgpourla
topologiedéfinieparla valeurabsolue.

3 Suitesdansun espacecompact

Nousallonsvoir ici uneapplicationfondamental@uxespacesétriquesdu corol-
laire précédent.

Onavu, dansle casdesespacesnétriques|a propriétésuivante;

Proposition Si (X,d) estun espacemétrique si (Xn)nein €StunesuitedeX etx est
un pointde X, onal'équivalencesuivante:

(Xn)nen @dmetx commepoint d’accumulation < On peutextraire de (Xn)neiN
unesoussuitecorvergeantversx.

Théoréme Toutesuited’'un espacemétriquecompacipossedein pointd’accumu-
lation.

Démonstration En effet, onavu dansle courssurlesespacesétriquesquel’en-
sembledesvaleursd’adhérencel’'une suite (X,)nein €Stdonnépar

ﬁ{xn;n > i}
i=0

Posons

F= ({Xn;l’l > i})i€|N.
Lafamille F esthienunesuitedécroissanteefermésnonvides.Et donc,parapplica-
tion dela propositionprécédentd;intersectiondetouslesélémentsiecettefamille est
nonvide. L'ensembledesvaleursd’adhérencele la suite (xn)neiy €Stparconséquent
nonvide.Cqfd.

Remarque Onpourraitseposeile problémedelaréciproqueDonnonsous(X, O)
un espaceayantla propriété De toutessuitesde X, on peutextraire une sous-suite

corvergente.Peuton alors affirmer que (X, 0) estcompact?a réponsedansle cas
meétrique estpositive etestdonnéeparle Théo.de Bolzano-\Wierstrass.

4 Sousespacexompacts

On supposealorénaantque(X, O) estun espacesépare.



Définition Ondit d’'un sousensemblede (X, O) qu'il estcompacts’il estcompact
pourlatopologieinduite decelledeX.

Remarque Afin desimplifier l'utilisation dessousespacesompactspn donnela
caractérisatiosuivante:

Proposition Ona équialenceentre:
— K estun sousespaceompacte X.
— Pourtoutefamille (Uj)ie d’ouvertsde X tel que

K CUUi,

i€l
il existelp C | decardinalfini tel que

KcJU.

iElo

Démonstration Si (Uj)ic estunefamille d’ouvertsde X, alors(U; N K)ie| estune
famille d’'ouvertsde K pourla topologieinduitede X surK . Si K estcompactetque
(UiNK)je estunrecouvremenbuvertde K, on peutenextraire un recouvrementini
etonauranécessairement

KcJu
i6|0
ou Iy désigneunesouspartiefinie de l. Réciproquementi pour toutefamille (U;)i¢
vérifiant
KcC U Ui,
iinl
on peutextaire une sousfamille finie recouvrantK alors cela prouve que pour toute
famille d’ouvertde K (pourla topologieinduite de X surK) etrecouvrant, on peut
extraire unesousfamille finie recouvranK. K estdonccompactpourla topologiein-
duite.

On comprendrda nécessitéle supposeu’un espacecompactestun espaceséparé
enétudiantia propositionsuivante.

Théoréme Toutcompactestfermé.

Démonstration Soit K un compactde X.(On peutavoir K=X).Montrons que K°
estouvert. Si K¢ = 0 alorsla démonstratiorstterminée Sinonsoitx € K¢. CommeX
estun espaceséparépourtouty dansk, on peuttrouver un ouvert Oy contenank et
unouvertOy contenany tel queOxy N Oy = 0. Maisonalinclusion

Kc|JOoy.

yeK



Lafamille (Oy)yek definitdoncunrecouvremenduvertdeK. De cerecouvrementon
peutextraire un recouvrementini (Oy, )ic1.n. Posant

n
O = n OX,yi
i=1
(qui estouvertcommeintersectiorfinie d’ouverts), on construitun ouvertde O conte-
nantx etdisjointdeK. OnmontreainsibienqueK® estouvertetdoncqueK estfermé.

Théoréme Toutfermédansun compactestcompact.

Démonstration SoientF un ferméet K un compactde X contenanf. Soit aussi
(Upier unefamille d’ouverts(ouvertspourla topologiede K) dontla réunioncontient
K. Lafamille {F°} U{Un; n € IN } estunrecouvremenbuvertde K. On peutdoncen
extraireunrecouvrementini deK (U;)ici, oulp estunepartiefinie del. Mais alors

FcC U Ui,
i€|0

etF estcompactCqfd.

Proposition
— Uneréunionfinie de sousespacesompactestcompacte.
— Uneintersectiomuelconqueale sousespacesompactestcompacte.

Démonstration

— Soit (Kj)ie=1..n unefamille finie de sousespacesompactsSoit K la réunion
desélémentsie cettefamille et (U;) jej unrecouvremenduvertde K. Pourtout
i=1...n,(U;NKi) jes estdoncunrecouvremenbuvertdeK;. Maiscommechaque
Ki, estcompactpourtoutig=1...n,0n peuttrouver un sous-ensembleéni J, de
Jtel queK;, soitrecouert parla famille finie d’ouverts(U; N Ki)jejio. Mais la
famille {U;; j € J,;io = 1...n} estfinie, extraitedela famille (U;) jc; etrecouvre
K. D’un recouvrementjuelconquale K, on a extrait unrecouvrementini eton
aainsibienmontréqueK estcompact.

— Soit (Kj)icer unefamille finie de sousespacesompactsCettefois ci K dési-
gneral'intersectiondesélémentsle cettefamille. Remarquonsout d’abordque
K estfermécommeintersectiomguelconqualefermés. De plus,pourtouti dans
I, K estinclusdansK;. DoncK estun sousensembldéerméd’un espaceompact
. C’estdoncun espaceompact.

5 Continuité et compacité

Théoréme fondamental L'image d’'un compactpar une applicationcontinueest
compacte.



Démonstration SoientK un compactde (X,0), (Y,0') un espacdopologigueet
f : X — Y uneapplicationcontinuede X dansY . Soit(U;)ic| unrecouvremenduvert
de f(K) (pourlatopologieinduite sur f(K)...). Onadonc

f(K) =JU..

i€l
Rappelongjuesi A etB désignentleuxensemblesjuelconquesleY alors
f~}(AuB) c =AU FL(B).

Alors
K c f=1(f(K)) c 7 (Ju) cJ FHw).
i€l i€l

Mais f étantcontinue, chaquef ~1(U;) NK estunouvertdeK (pourlatopologieinduite
deX surK).CommeK estcompacton peutextrairedela famille (f~1(U;j) NK)ig un
recouvremenfini de K (f—l(Ui) NK)iel, (0U lg estunesouspartiefinie del). Ona
alors,comme

f(A)Uf(B) = f(AUB),

f(K) c f(J =1 (U)nK) c Y fF(EH U nK)) c Y f(F-Hu)) < YU
i€l i€l i€lg i€lg

Et donc, du recouvrementnitial de f(K), on a extrait un recouvremenfini, ce qui
prouve que f (K) estcompact.

Remarque Si f estunhoméomorphismale (X,0) dans(Y,0’) etqueX estcom-
pact,il enestdemémedeY.



