Espacedopologiqguesconnexes

1 Intr oduction

Tout commeles espacesompactseprésentaientine généralisatiorde la notion
d’ensembleserméset bornésdansdesespacesion métriquesjes espacesonnees
serontune généralisationde la notion densembled’'un seul tenant" (comme, par
exemple,les boulesde IR"). Ceci nouspermettrade formuler un théorémedesva-
leursintermédiairegénéralisé.

La placedesespacesonn&esestfondamentakn analysecar, unepropriététopolo-
gigue(ouanalytique)érifiéelocalemenparunobjetsurdesespaceslecetypele sera
surl’espacetout entier Lesespacesonneespermettentietransformemunepropriété
localeenunepropriétéglobale.Cetteoutil serasouventutilisé parla suiteet dansdes
leconsaussidiverseqjuecellestouchantsau calcul différentielquecellesconcernants
lesfonctionsholomorphegetautre...).

2 Espacedopologiquesconnexes
Danstout cechapitre(X, O) et (Y,0') désignentiesespacesopologiques.

Proposition Ondiraquel’espacetopologique(X, O) estconnexes'il vérifie 'une
desconditionséquivalentesuivantes.
1. Si X estréuniondedeuxouvertsdisjointsalorsl’'un decesdeuxouvertsestvide
etl'autre égalea X.
2. Si X estréunionde deuxfermésdisjointsalorsl’'un de cesdeuxfermésestvide
etl'autre égalea X.
3. Sil'on considere{0,1} muni de la topologiediscréte et f : X — {0,1} une
applicationcontinue alors f estconstantesur X.
4. Les seulsensembles la fois ouvertset fermésde X sontX lui mémeet I'en-
semblevide.
Démonstration 1 < 2 estévidentparpassagaucomplémentaire
1= 3: Soit f unapplicationcontinuede X dans{0,1}. Alors { f~1(0); f~1(1)} repré-
senteunepartitionde E endeuxouverts(ou deuxfermés)de E . Par conséquent;un
decesdeuxouvertsestvide etl'autre égalea X toutentier ce quiimpliquebienque f
estconstantesur X.
3= 1: SoientU; et U, deuxouvertsde X qui définissentune partition de X. Soit
aussif : X — {0,1} définiepar f (U1) = {0} et f(U2) = {1}. f estcontinue etdonc
constantesurX. Doncl’'un desdeuxouvertsestvide etl’autre égalea X toutentierCqfd
1= 4: SoitU unsousensemble la fois ouvertetferméde X. Alors UC est,lui aussi,
unsousensembleuvertetfermédeX. Mais U et U® définissentinepartitionde X en
deuxouverts.X étantconnee U estou vide ou égalea X toutentier



4= 1: SupposonsgjueU etV définissenunepartition ouvertede X. Le complémen-
taire de U estalorségalea V et réciproquemenv°®=U. U étantouvert, V estalors
fermé. De mémeU estaussifermé.Mais X ne possedgasde sousensemblé&i la fois

ouvert et ferméautrequel’ensemblevide et X. Doncl'un desdeux,U ou V estvide

I'autre égalea X, cequi nousdonnele premierpoint.

Définition Ondiraqu’unsousensembldJ de X estun sousespaceconnexede X
(ouunconneedeX ) si U estconnece pourla topologieinduitede cellede X.

Exemple Unintervalle delR estconnexe dansiR (munidesatopologiecanonique).
Lesseulssousensemblesonneesde IR sontd’ailleurslesintervalles

3 Application continue sur un connexe

Théoréme L'image d’'un connee par une applicationcontinueest un sousen-
sembleconnee del'espacemagede cetteapplication.

Démonstration On suppososéci que (X, 0) estun espacegopologiqueconnee
etsoit f : X — Y uneapplicationcontinuede X dansY. Montronsque f(X) estun
connee de Y. Supposonslonc qu’il existe une partition {Uy;U,} de f(X) endeux
ouverts.Posonsv; = f~1(U;) etV, = f~1(U,). LesdeuxouvertsU; et U, sontdes
élémentgde la topologieinduite sur f(X) et sontdoncdela formeU; = f(X)N Oy
etU, = f(X)N O, ol O, et O, sontdesouvertsde Y. De plus, pouri=1,2, f~1(U;) =
f—l(Oi) =V;. Commef estcontinue, onendéduitquelessousensemble¥; etV, sont
dessousensemblesuvertsdansX. De plus, par constructionJeur réunionrecouvre
X etleur intersectionestvide. {V1;V»} estdoncunepartitionde X en deuxouverts.
CommeX estconnee,l'un decesdeuxouvertsestvide etl’autre égalea X toutentier
Mais ceciimplique quel'image par f de chacunde cesdeuxouvertsest,respectie-
mentvide et égalea f(X) tout entieret doncquel’'un desnosdeuxsousensembles
U1;U; de f(X) estvide etl'autre égalea f (X). f(X) estalorsbienconnee.

Et enapplicationde cethéoréme:

Théoréme Théo. desvaleurs intermédiair es Si une applicationf estdéfinie et
continuesurunintenalle]a,b[ de IR (ou aetb sontdesréélsquelconquepouvantétre
égalesarespectiement—o et+) , etsideplusa’ etb’ sontdesélémentsie]a,b[ tel
quea’<b’ alorspourtoutC € [f(&),f(b')], il existec € [&,b] tel quef(c) =C.

Démonstration L'image d'un connee par une applicationcontinueestconnee.
Or, lesintenallesde R sontlessousensemblesonneesde R . Onendéduitdoncque
imagede[a’,b’] parf estunintervalledelR . Toutélémentde cedernierpossédantn
antécédentlans[a’,b’], Le théorémeestdémontré.



4 Quelquescriter esde connexité

Proposition Si un sousensembldJ de X estconnee, il enestde mémede son
adhérence.

Démonstration Soit
f:U— {01}

uneapplicationcontinue (L'adhérencele U estmuniedela topologieinduite decelle
deX et {0,1} estmuni dela topologiediscréte). f estdonccontinuesurU. Mais U
étantconnee, ceciimplique que f estconstantesurU. On peutparexemplesupposer
quef vautl surU. Soitx un élémentdeU \ U. Supposonsjue f (x)=0. Commef est
continueetque {0} estun ouvertde {0,1} muni dela topologiediscrétef ~1(0) estun
ouvertdel’adhérencede U contenani. C’estdonc,en particulier un voisinagede x

. Mais commex estadhérentiU , cevoisinageintersectenécessairemertd, et donc,
parconstructiordecevoisinage U possedeespointsdontlimage par f estnulle.Ce
qui estabsurdeparhypothéseDonc f = 1 surl’adhérencaleU etcetteadhérencest
doncbelleetbienconnee. Cqfd.

Proposition Soient(U;)ici unefamille de sousensemblesonneesde X tels
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Alors:

estconnee.

Démonstration NotonsU la réuniondes(U;)i¢| et soit uneapplicationcontinue
f: U — {0,1}. Soita € X un point de I'intersectiondes(U;)¢. La restrictionde
f 4V, i étantfixé dansl, estencoreune applicationcontinuea valeursdans{0,1}.
CommeU; estconnee, il s’ensuit quef estconstantesurU;. On peutsupposerpar
exemple,que f vautO surU;. Onauradonc f(a) = 0. i étantquelconquedansl, f est
alorsconstantesurchaquelJ;, Vi € 1. Mais I'égalité f(a) = 0 implique que f estnulle
surtoutU;, Vi € | etdoncque f estnulle surU etdoncconstantesurU. Cequiimplique
gueU estconnee. Cqfd.

Définition Soit x un élémentde X. On appellecomposanteconnexede x la
réuniondessousensemblesonn&esde X contenank.

Proposition Soitx un élémentdeX.
— La composanteonneedex estle plusgrandconnexe de X contenank.
— La composanteonnee dex estunepartieferméede X.

Démonstration La premiérepartiede la propositionestévidente par définitiondela



composanteonneed’un point. La secondgarties’endéduitaussitbcar, rappelons-
le, si un ensembleestconnee il en estde mémede sonadhérencequi de plus est
fermée. Doncsi U estle plusgrandconnexe de X contenank, il estnécessairement
égalea sonadhérenceui estaussiconnee et qui contientaussix.

Définition Soientx ety deuxélémentgde X. On appellechemin d’extrémités x
ety (ou chemin joignant x ety de X touteapplicationcontinuec: [0,1] — X telle
quec(0) = xetc(1) =vy.

Définition Ondiraque(X,0) estconnexepar arc si toutcoupled’élémentsde X
peutétrejoint parun chemin.

Proposition Si X estconnexe pararcalorsX estconnee.

Démonstration SupposonsloncqueX n’estpasconnee. Soitalors{U,V}, une
partitionde X endeuxfermés.Soientaussix un élémentde U ety un élémentde V.
CommeX estconnee pararc, il existe un cheminc: [0,1] — X telle quec(0) = x
etc(1) =y. NotonsA = {t € [0,1]/c(t) € U}. CommeA estun sousensemblema-
joré de IR, il possédeune borne supérieurque I'on note tg. Notons, d’autre part,
B = {t € [0,1]/c(t) € V}. B estun sousensembleninoréde IR et possédepar consé-
guent,unéborneinférieurequel’on notet;. On a nécessairerth = t;. Supposonsgjue
cenesoitpasle casalorsty < t;. Onpeutalorstrouverunréélt élémentde]to,t1[. Mais
I'élémentc(t) de X ne peutalorsni étreélémentde U, ni de V. Cequi estimpossible.
NotonsT =ty =t;

T étantla bornesupérieurale A, on peutconstruireunesuite (tn)nein d’élémentde A
corvergeanteversT. Mais U étantferméetc Continue,rli_r)r]m c(tn)=c(T) estélémentde

U. De méme,on montreraitquec(T) estélémentde V. Mais U etV ont étésupposés
disjoints.On aboutitalorsa unecontradictionet X estbienconnee.

Remarque Attention,la réciproquesstfausse.



