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Espacesvectoriels
1 Intr oduction

Jusqu’àla fin du lycée, les mathématiques( l’analysecommela géométrie) se
pratiquentdansdesespacesdedimension2 ou 3 ( le planou l’espacephysique).Très
vite apparaîtla nécessitéde travailler dansdesespacesde dimensionsupérieure,ne
serait-cequepourmodéliserdesproblèmesfaisantintervenir un nombredevariables
plusgrandque2. Lesespacesdedimensionplusgrandeque3 échappenttotalementà
la perception.Mêmesi on peut,parprojectionsur

� 3 et
� 2, entrevoir l’aspectd’ob-

jetsmathématiquesvivantsdans
� 4 ou plus,on nepeutlesvisualiserdanstouteleur

globalité.Aussi faut il un cadrethéoriquepour pouvoir aborderles dimensionsplus
grandes.La théoriedesespacesvectorielsa pourobjetdefixercettethéorie.

2 Définitions

Définition SoientA et B desensembles.On appelleloi externe surB uneappli-
cationθ : A � B � B. Parconvention,si α � A et x � B, on noteraθ � α � x ��� αx.

Définition Soit(k,+,.)uncorpsetsoit(E,+)ungroupeabélien.Soitaussiθ:k � E� E
uneloi externesurE ( onutiliseralaconventiond’écritureprécédente).Le triplet (E,+,.)
aunestructur ed’espacevectoriel sur k ( oudek-espacevectoriel) si:

– 1 désignantl’unité dela secondeloi dek et 	 x � E: 1.x=x.
– 	 α � k �
	 x � y � E α � x � y ��� αx � αy.
– 	 α � β � k �
	 x � E � α � β � x � αx � βx.
– 	 α � β � k �
	 x � E � α � β � x � α � βx � .

k estappeléle corpsde base del’espacevectorielE.

Remarque Parabusd’écriture,onnoteraE le k-espacevectoriel(E,+,.).

Définition Soit k uncorps.Un élémentd’un k-espacevectorielestappeléun vec-
teur.

Proposition Soit k un corps.Soit E un k-espacevectoriel.On note0 le neutrede
la loi + surk, 0 aussile neutrede la loi + surE et 1 le neutrede la loi . surk. Soient
v � E et α � k. Ona lespropriétéssuivantes:

1. 0v=0
2. -1v=-v
3. Si αv=0 et queα �� 0 alorsv=0.
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Démonstration
1. On a: v+0v=(1+0)v=v. En soustrayantv desdeuxcôtésdecetteégalité,on ob-

tient 0v=0.
2. 0=0v=(1-1)v=1v+-1v=v+-1v. -1v estdoncl’opposédev. -1v estalorségalà -v.
3. Si αv=0etqueα �� 0alorsα � 1 existedansk. Onpeutmultiplier lesdeuxmembres

denotreégalitédedépartparα � 1. Celadonnev= α � 1.0=0.

Définition Soit k uncorpset E unk-espacevectoriel.SoitV un sousensemblede
E. V estunsousespacevectoriel deE si:

– (V,+) estun sousgroupede(E,+).
– Si α � k etsi x � V alorsαx � V.

Proposition Soit k un corps.Un sousespacevectorield’un k-espacevectorielest
un k-espacevectoriel.

Démonstration Il suffit devérifier lesaxiomesdéfinissantlesk-espacesvectoriels.

Proposition Soientk un corps,E un k espacevectorielet V un sousensemblede
E.V estunsousespacevectorieldeE si etseulementsi 	 α � β � k, 	 x,y � V, αx � βy � V.

Démonstration Le sensdirectestévident.Pourla réciproque,il suffit devérifier
lesdeuxpointsdela propositionprécédente.Prenons,pourcela,x � V et α � k. Posons
β=-α et y=x. Le vecteurαx � βy, qui estélémentdeV, estégaleauvecteurαx-αx qui
estégaleau vecteurnul. On endéduitque0 � V. D’autrepart,enprenantcettefois ci
α=1, et β=-1, on a αx � βy=1x-1y=x-y. Le premiervecteurdecetteséried’égalitéest
élémentdeV, il enestalorsdemêmedex-y. Nousvenonsainsidevérifier que(V,+)
étaitun sousgroupede(E,+). Terminonsenremarquantquesi α � k β=0 et quex,y �
V, alorsle vecteurαx+βy estélémentdeV. Mais il estégalà αx. Doncαx estélément
deV, cqfd.

3 Familles libr es,familles génératrices

Danstoutecettesection,k désigneun corps.

Définition Soit I un ensembleet soit A= � λi; i � I � unepartiede k indicéepar I.
Ondit queA estàsupport fini si l’ensembledesélémentsi deI telsqueλi estnonnul
estdecardinalfini.

Définition Soit E un k-espacevectoriel.Soit A unepartiedeE. On supposeque
A= � xi; i � I � où I estun ensemblepermettantd’indexer A. On appellecombinaison
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linéairedesélémentsdeA toutélémentdeE donnépar

x � ∑
i � I

λixi

où � λi; i � I � estunefamilleà supportfini descalairesdek.

Remarque Commela familledesλi estàsupportfini, il n’y a pasdeproblèmede
convergencedela sommeprécédente.

Définition - PropositionSoitE unk-espacevectoriel.SoitA unsousensemblede
E. L’ensembledescombinaisonslinéairesdesélémentsdeA estunsousespacevecto-
riel deE appelésousespacevectoriel deE engendrépar A. OnnoteraVect(A)le sous
espacevectorielengendréparA. Deplus,siA= � x1,...,xn � , onnoteraVect(A)=<x1,...,xn>.

Démonstration Soientx ety deuxélémentsdeE qui s’écriventcommecombinai-
sonlinéaired’élémentsde A. Il existe doncdesscalairesλi et αi de k pour tout i � I,
telsque

x � ∑
i � I

λixi et y � ∑
i � I

αixi �

Soientλ et α � k. Le vecteurλx+αy s’écrit

λx � αy � ∑
i � I

λ � λixi � α � αiyi

qui estencoreunecombinaisonlinéaired’élémentsdeA. αx+βy estdoncélémentdu
sousespacevectorielengendréparA etcelapermetdeconclure.

Proposition SoitA unepartied’un k-espacevectorielE. Le sousespacevectoriel
engendréparA estle pluspetit sousespacevectorieldeE qui contientA.

Démonstration Tout sousespacevectorielcontenantA contienttoutecombinai-
sonlinéairede vecteursde A. Donc le sousespacevecorielengendrépar A estinclu
danstout sousespacevectorielcontenantA.

Définition Soit E un k-espacevectoriel.Soit aussiV un sousespacevectorielde
E ( qui peutéventuellementêtreégalàE). SoientA unefamilledevecteursdeV. Cette
famille estunepartie génératrice de V ou génératrice dans V si l’espacevectoriel
engendréparA estégalà V, ou autrementdit si Vect(A)=V. On dit encorequeA en-
gendreV.

Définition SoitA unepartiedeE unespacevectorielsurk. Indexonsleséléments
de A par l’ensembleI. A estappeléepartie libr e de E ou famille indépendantede
vecteursdeE si pourtout sousensembleà supportfini � λi; i � I � dek, l’égalité

∑
i � I

λixi � 0
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impliquequeλi � 0 	 i � 0.
Dansle cascontrairela partieA estditepartie liée dansE ou famille dépendantede
vecteursdeE.

Proposition Si E estunk-espacevectorieletqueA estunepartieliée devecteurs
de E alors l’un desvecteursde cetteparties’écrit commecombinaisonlinéairedes
autresvecteursdeA.

Démonstration Soit A la partieliée dansE considéréet soit I un ensembleper-
mettantd’indexécettepartie.PosonsA= � xi; i � I � . La partieA estliéedansE. Onpeut
donctrouverun sousensemble� λi; i � I � descalairedek nontousnulstelsque

∑
i � I

λixi � 0

Soit i0 � I tel queλi0 �� 0. L’égalitéprécédentepeutseré-écrire:

λi0xi0 ��� ∑
i � I � i �� i0

λixi �

soitenmultipliantàdroiteet àgaucheparλi0 � 1:

xi0 ��� ∑
i � I � i �� i0

λi0 � λixi � 0 �

Onaainsibienécritun desvecteursdeA commecombinaisonlinéairedesautresvec-
teursdeA.

4 Based’un espacevectoriel

k désigneun corps.

Définition Soit E un k-espacevectoriel.Soit I un ensembleet soit A= � xi; i � I �
unefamille d’élémentsdeE. Cettefamille estune basede E si elle està la fois libre
dansE et génératricedeE tout entier. On noteragénéralementlesbasessousla forme
d’unesuitedevecteurs:(xi)i � I.

Définition SoitE unk-espacevectoriel.Soit I unensemble.Unefamille � xi; i � I �
estdite:

– libr e maximale dansE si elle est libre dansE et quepour tout vecteury de E
différentdexi 	 i � I, la famille � xi; i � I � y � estliée dansE.

– génératriceminimale si elleengendreE toutentieretsi, quandonla prived’un
deseséléments,elle n’engendreplusE.
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Proposition Soit E un k-espacevectoriel.Soit I un ensembleet A= � xi; i � I � une
familledevecteursdeE. On aéquivalenceentre:

1. A estunebasedeE.
2. A estlibre maximaledansE.
3. A estgénératriceminimaledansE

Démonstration Montrons1 � 2: SoitA= � xi; i � I � unebasedeE. A estdonclibre
et génératricedansE. Montronsqu’elle estlibre maximale.Soit y un vecteurdeE qui
n’estpasélémentdeA. CommeA estunebasedeE, A engendreE eton peuttoujours
trouverunefamilleàsupportfini � λi; i � I � descalairesdek telsque

y � ∑
i � I

λixi �

La combinaisonlinéairey � ∑
i � I

λixi estdoncnulle alorsquesescoefficientsne le sont

pastous.Ceciimpliquequela familledéfiniepar � y ����� xi; i � I � estliéeetcequelque
soit y dansE. La famille � xi; i � I � n’est doncinclusedansaucunefamille libre plus
grandequ’elle même.Elle estdoncbienlibre maximale.
Montronsmaintenantla réciproque,c’està dire que2 � 1. Soit � xi; i � I � unefamille
libre maximaledansE. Nousdevonsmontrerqu’elleestgénératrice.C’estàdirequesi
x estunvecteurdeE, alorsx s’écrit commecombinaisonlinéairedesxi. Prenonsdonc
unvecteurx deE. Comme� xi; i � I � estlibre maximaledansE, la famille � x ����� xi; i �
I � estliée dansE. Celasignifiequ’il existeunefamille à supportfini � λ ��� � λi; i � I �
descalairesdek nontousnulstelsque

λx � ∑
i � I

λixi � 0 �

Si λ=0 alorscelaimpliquequela famille � xi; i � I � n’estpaslibre dansE. λ estdonc
inversibleet on peutécrire:

x � λ � 1∑
i � I

λixi �

Commex estquelconquedansE, la famille � xi; i � I � estbiengénératricedansE.
Montronsque1� 3.SoitA= � xi; i � I � unebasedeE. A estdoncgénératrice.Montrons
queA estgénératriceminimale.Supposonsquecenesoit pasle cas.Il existealorsun
vecteurxi0 deA qui estcombinaisonlinéairedesautresélémentsdeA. A nepeutalors
êtrelibre. A estdoncnécessairementgénératriceminimale.
Montronsenfin que 3� 1. Considéronsune famille A= � xi; i � I � de vecteursde E.
Supposonsquecettefamille estgénératriceminimaleet montronsquec’estunebase
deE. Il fautvérifierqueA estunefamille libre.Si cen’estpasle cas,il existe � λi; i � I �
unefamilleà supportfini descalairesdek telleque

∑
i � I

λixi � 0
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et telle queles λi ne sontpastousnuls. Soit i0 � I tel queλi0 �� 0. On peutécrirexi0
enfonctiondesvecteursxi, i �� i0. Par conséquent,commetout vecteurdeE s’écrit en
fonctiondeA, tout vecteurdeE s’écrit enfonctiondeA !"� xi0 � . Ainsi, A n’estpasgé-
nératriceminimaledansE. Celaestcontraireà notrehypothèsededépart.DoncA est
bienunebasedeE.

Définition - Proposition Soit E un k-espacevectoriel.Soit (ei)i � I unebasedeE.
Pourunélémentx deE il existeuneuniquefamilleàsupportfini � λi; i � I � descalaire
dek telle que

x � ∑
i � I

λiei �

Le scalaireλi s’appellela ième coordonnéedu vecteur x relativement à la base
(ei)i � I .

Démonstration Comme(ei)i � I engendreE, il existe une famille à supportfini
� λi; i � I � telle que x � ∑

i � I
λiei � Supposonsqu’il existe une secondefamille à sup-

portfini � αi; i � I � tellequex � ∑
i � I

αiei � Alors∑
i � I
� λi � αi � ei � 0 � Maisla famille(ei)i � I

estlibre dansE. La seulepossibilitépour l’égalité precédenteestqueλi � αi=0 	 i � I.
Soitencoreλi � αi 	 i � I. Celaétablitbienl’unicité descoordonnéesdex relativement
àunebasedeE.

5 Dimensiond’un espacevectoriel

Définition Soit k un corpset E un k-espacevectoriel.E estun k-espacevectoriel
de dimension finie si il possèdeunefamille génératricede cardinalfini. Dansle cas
contraire,E estdit dedimensioninfinie.

Proposition Soit E un espacevectorielsur un corpsk. On supposequeE estde
dimensionfinie. Alors E possèdeunebase.Depluscettebaseestdecardinalfini.

Démonstration CommeE estde dimensionfinie, il possèdeunefamille généra-
trice finie A= � e1 �#�$�#�$� en � . A étantde cardinalfini, on peutextraire de A la plus petite
partiedeA qui soit génératricedeE. NommonsA’ cettesouspartiedeA. A’ estalors
génératriceminimale.C’estdoncunebasedeE. A’ estclairementdecardinalfini.

Remarque On commenceà s’en douter:dansun espacevectorielde dimension
finie, touteslesbasesontmêmecardinal.Cecardinalseraappeléla dimensiondel’es-
pacevectoriel.Le lemmequi suit a pour objet de préparerla démonstrationde cette
propriété.

Lemme Soit E un espacevectorielsurun corpsk. Soiente1,...,en desvecteursde
E formantunebasedeE. Soientaussiv1,...,vm desvecteursdeE. Supposonsquem>n.
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Alors v1,...,vm formeunefamille liéedevecteursdeE.

Démonstration Raisonnonsparl’absurdeet supposonsquela famille v1,...,vm est
libre dansE.Comme(ei)i � 1 � % % % � n engendreE, onpeuttrouverdescoefficientsλi � k pour

i=1,...,ntelsquev1=
n

∑
i � 1

λiei. v1 étantnonnul, on peutsupposer, quitteà re-indexer les

differentstermesdela somme,queλ1 �� 0. Onestalorsendroit d’écrire:

λ1e1 � v1 �
n

∑
i � 2

λiei �

Soitencore:

e1 � λ � 1
1 v1 �

n

∑
i � 2

λ � 1
1 λiei �

Nous venonsen fait de mettree1 sousla forme e1=α1v1 �
n

∑
i � 2

αiei où αi � k. Mon-

tronspar récurrenceque 	 l=1,...,m & β1 �$�$�#�$�#� βl � k telsqueel=β1v1+...+βlvl+
n

∑
i � l ' 1

βiei.

Celarevientàmontrerqueel � Vect(v1,...,vl,el ' 1,...,en). Supposonscettepropriétévraie
à l’ordre l et montronsla à l’ordre l+1. On sait quevl ' 1 � <e1,...,en> mais 	 i=1,...,l
ei � <v1,...,vi,ei ' 1,...,en>. Autrementdit 	 i=1,...,lei � <v1,...,vl,el ' 1,...,en>. Onpeutdonc
trouverdescoefficientsα1,...,αm telsquevl ' 1=α1v1 �(�$�#�$� αlvl � αl � 1 �(�$�$�)� αnen. On
peutde plus supposerquel’un descoefficientsαl ' 1,...,αn estnonnul. Si celan’était
pasle casalorsla famille v1,...,vl ' 1 seraitliée dansE, cequi estcontraireà notrehy-
pothèsederécurrence.Supposons,quitteà re-indexer lesei queαl ' 1 estnonnul. Ona
alors:

αl ' 1el ' 1 � α1v1 �*�#�$�+� αlvl �
n

∑
i � l ' 1

αiei �

En multipliant chacundesmembresde cetteégalitépar α � 1
l ' 1, on obtientuneécriture

deel ' 1 dela forme:

el ' 1 � γ1v1 �,�$�#�+� γlvl �
n

∑
i � l ' 1

γiei �

où γi estélémentde k 	 i=1,...,n.Ceci terminenotrerécurrence.Mais commen>m,

chaqueem s’écrit: em=
m

∑
i � 1

αivi où αi � k 	 i=1,...,n.On déduit de cela que pour tout

i=1,...,n, ei � <v1,...,vn>. Mais commeE=Vect(e1,...en), vp est lié à la famille � vi

i=1,...,n � si p>n.Cequi estencontradictionavecnotrehypothèsededépartet prouve
la proposition.

Onpeutmaintenantformuleret démontrerle théorèmefondamentalsuivant:

Théorème Soit k un corpset soit E un k-espacevectoriel.Si E estdedimension
finie alorstouteslesbasesdeE ontmêmecardinale.
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Démonstration CommeE estde dimensionfini, E possèdeau moins unebase.
Supposonsqu’il en existe deux et montronsqu’elles ont mêmecardinal.Soiente =
(e1,...,en) et f = (f1,...,fm) deux basesde E. Supposonsque m>n. Commee est une
basede E, on peut appliquerle lemmmeprécédent.Par conséquentf est liée. Ceci
estimpossiblecarf estunebasedeE. Doncm - n. En faisantle mêmeraisonementen
permutantle rôledeeetceluidef, onobtientn - m.Onestalorsendroit d’écrire:n=m.

Cethéorèmedémontré,la définitionsuivantea unsens.

Définition Soit E un espacevectorieldedimensionfinie surun corpsk. Si E est
réduit à sonélémentnul alorson dit que la dimensionde E est0. Sinon,on appelle
dimensionde E et onnotedim E, le cardinald’unebasedeE.

Le théorèmesuivantestaussivrai pourunk-espacevectorieldedimensioninfinie.
La démonstrationcependantnécessitel’usagedel’axiomedechoix.Nousnousy inté-
resseronsdansle paragraphe“Espacesvectorielsdedimensioninfinie”.

Théorème de la baseincomplète Soientk un corpset E un espacevectoriel
de dimensionfinie sur k. Soit n=dim E et soit e=(e1,...,em) une famille libre de E.
On supposequem<n. On peutalors trouver desvecteursfm ' 1,...,fn dansE tels que
(e1,...,em,m ' 1,...,fn) soitunebasedeE. Ondit qu’onàcomplétéla familleeenunebase
deE.

Démonstration Commee n’engendrepasE, on peut trouver un vecteurf1 dans
E tel quef1 n’est pasélémentde Vect(e1,...,em). La réunione�.� f1 � forme doncune
famille libre de E. Si cettenouvelle famille estgénératricede E, alorsc’est unebase
de E et m+1=n.Le théorèmeestdémontré.Si ce n’est pasle cas,on recommencele
processus.Onconstruitainsidesvecteursfm ' 1,...,fm ' l. Ceprocessuss’arrêtenécessai-
remantquandm+l=n. (Sinonon construitunefamille libre decardinalplusgrandque
la dimensiondeE).

6 Sousespacevectoriel, sousespacessupplémentaires
et sommedir ectedesousespacesvectoriels

k désigneun corps.Rappelonsqu’unsousespacevectorield’un espacevectorielE
estun espacevectorielpourla loi interneet la loi externeinduitesdeE.

Définition Soit E un k espacevectorielet soit V un sousespacevectorielde E.
Unebasedu sousespacevectoriel V estunebasedeV entantqu’espacevectoriel.

Définition On dit qu’un sousespacevectoriel est de dimension finie si il est
engendré,entantqu’espacevectoriel,parunefamilledecardinalfini.
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Remarquonsquesi unsousespacevectorield’un espacevectorielestdedimension
finie alorscesousespacepossèdedesbasesetquetoutescesbasesontmêmecardinal.

Définition La dimensiond’un sousespacevectoriel de dimensionfinie estle
cardinald’unebasedecesousespacevectoriel.

Définition SoientV et V’ deuxsousespacesvectorielsdu k-espacevectorielE.
OnnoteV+V’ l’ensemblesommedecesdeuxsousespacesvectorielsV et V’:

V � V /0�1� v � v / ;v � V v /"� V /
�2�

Proposition Si V et V’ sontdeuxsousespacesvectorielsdu k-espacevectorielE
alorsV+V’ estaussiun sousespacevectorieldeE.

Démonstration C’est facile, il suffit de vérifier quesi x et y sontélémentsde E
alorsil enestdemêmedex-y.

Définition SoitE unk-espacevectorieletsoientV etV’ deuxsousespacesvecto-
riels deE. Ondit queV et V’ sontensommedir ectesi V 3 V’= � 0 � . On noteV 4 V’ le
sousespacesommededeuxsousespacessupplémentaires.

Définition SoientV et V’ deuxsousespacesvectorielsdu k-espacevectorielE.
On supposequeV et V’ sontensommedirectedansE et queV 4 V’=E alorsV et V’
sontdit supplémentairesdansE. V estun supplémentairede V’ dansE.

Le théorèmesuivantesténoncéet démontrédansceparagraphedansle cadredela
dimensionfinie. Il estcependantencorevrai endimensioninfinie maisla démonstra-
tion nécessitel’utilisation del’axiomedechoix.Celleci seraétabliedansle paragraphe
“espacevectorieldedimensioninfinie”.

Théorème SoitE unk-espacevectorieldedimensionfinie. SoitV unsousespace
vectorieldeE. Alors V possèdeunsousespacesupplémentairedansE.

Démonstration Soit n=dim E. CommeV estun sousespacevectorieldeE, il est
ausside dimensionfinie. Posonsk=dim V. Soiente1,...,ek desvecteursde V qui dé-
finissentune basede V. Cettefamille, libre dansV, l’est aussidansE. L’utilisation
du théorèmede la baseincomplètenouspermetd’être assurerde l’existencede n-k
vecteursek ' 1,...,en tels quela famille (e1,...,en) forme unebasede E. Soit V’ le sous
espacevectorielengendrépar ek ' 1,...,en. Il estclair queV 3 V’= � 0 � et queV+V’=E.
V’ estdoncbienun sousespacesupplémentaireausousespaceV.

Théorème Si V et V’ sontdeuxsousespacesvectorielsde dimensionfinie du
k-espacevectorielE alorsdim V+dim V’=dim (V+V’)+dim V 3 V’
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Démonstration RemarquonsqueV 3 V’ estunsousespacevectorieldeV etdeV’.
Posonsm=dim V, m’=dim V’et k=dim V 3 V’. Soit aussi(e1,...,em) unebasedeV, que
l’on complèteenunebase(e1,...,ek,fk ' 1,...,fm) deV etenunebase(e1,...,ek,f ’ k ' 1,...,f/m)
de V’. La famille � e1,...,ek,fk ' 1,...,fm,f ’ k ' 1,...,f/m � est donc une basede V+V’. On
peutalorsécrireleségalités:dim(V+V’)=k+m-k+m’-k=m+m’-k=dim V+dim V’-dim
V 3 V’.

Définition
– Un sousespacevectorieldedimensionunestappeléunedroite vectorielle.
– Un sousespacevectorieldedimensionunestappeléuneplan vectoriel.

Définition Soit p un entierpositif. On appellerang d’un systèmede vecteurs
v1,...,vp del’espacevectorielE la dimensiondeVect(v1,...vp).

Commelesvecteursv1,...,vp sontennombrefini, la dimensiondusousespacevec-
toriel qu’ils engendrentestnécessairementde dimensionfinie. La définition estdonc
correcte.

7 Espacesvectorielsde dimensioninfinie

Commenousl’avonsdéjàmentionné,lespropriétésd’existenced’un supplémen-
taire pour un sousespacevectoriel,d’existenced’une baseet le théorèmede la base
incomplètesontvraiesendimensioninfinie. Nousallonsmaintenantétablirces3 pro-
priétés.

Proposition Soit k un corpset E un k-espacevectoriel.Soit V un sousespace
vectorieldeE. SoientaussiW1 unsousespacevectorieldeE tel queV 3 W= � 0 � etW2
un sousespacevectorielde E tel queV+W2=E. Alors il existeun supplémentaireW
deV contenudansW2 etcontenantW1.

Démonstration Considéronsl’ensembleA dessousespacesvectorielsdeE conte-
nantW1 et contenusdansW2. A n’est pasvide car W1 estélémentde A. A estpar-
tiellementordonnépar la relation“être inclu dansou êtreégalà”: 5 . Considéronsune
partietotalementordonnédeA. Considéronsensuitela réuniondesélémentsdecette
partieet notonsla U. Commela partieesttotalementordonnée,cetteréunionesten-
coreun sousespacevectorieldeE qui contientW1 et qui estcontenudansW2. Cette
réuniona commeseulélémentcommunavecV le vecteurnul deE. U estdeplusun
majorantde cettepartiepour la relationd’ordredonnépar l’inclusion. A estdoncun
ensembleinductif. Appliquonsle lemmede Zorn. Il existeun élémentmaximalpour
A. Notonsle W. W vérifie:

1. W 3 V= � 0 � .
2. W1 5 W 5 W2.
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3. 	 W’ � A, W’ 5 W.
MontronsqueW estun supplémentaireà V. Au regardde ce que l’on sait déjà,

il suffit de pouver queV+W=E. Soit x � E=V+W2. x s’écrit: x=v+w2 où v � V et où
w2 � W2. Si on trouvew � W et v’ � V telsquex=v’+w alorsc’estgagné.Si w2 � W, w
esttrouvé.Sinon,on considérele sousespacevectorielX engendrépar W et w2. Ce
sousepacevectorielcontientstrictementW. Par conséquent,commeW estmaximale
dansA, X n’appartientpasàA. MaisX vérifie lespoints2 et3 précédents.Il nevérifie
doncpasle point1. Celasignifiequ’il existeun vecteury � X 3 V. y estdoncd’unepart
élémentde V maisa d’autrepart uneécriturede la forme y=w’+λw2 où λ � k et où
w’ � W. Si λ=0, alorsy, élémentdeV, estaussiélémentdeW. Celaestimpossiblecar
W � A. Donc λ �� 0. Alors: w2=1

λ (y-w)’. Celadonne:x=v+1
λy- 1

λw’. Mais v+1
λy � V et

1
λw’ � W. Onabienobtenula décompositionvoulueet notrethéorèmeestdémontré.

Onpeutformulerle corollaireimmédiatà cerésultat:

Corollair e Soit k un corpset soit E un k-espacevectoriel.Soit V un sousespace
vectorieldeE. Alors V possèdeunsupplémentairedansE.

Démonstration C’estimmédiatvia la propositionprecédente.

Proposition SoitE unespacevectoriel(nonréduità � 0 � ) surle corpsk. E possède
unebase.

Démonstration SoitA l’ensembledetoutelesfamilleslibresdeE. A estnonvide
car si v estun vecteurnon nul de E alors � v � estunefamille libre dansE. A estun
ensemblepartiellementordonnépar l’inclusion. Soit B unepartiedeA totalementor-
donnéenonvide.Alors la réuniondesélémentsdecettefamille estencoreun élément
deA. Cetteréunion,deplus,estunmajorantdeA. DoncA estinductif.A possèdealors
unélémentmaximal.NotonsF cettefamille libre devecteursdeE etélémentmaximal
deA. Cettefamilleestlibre maximaledansE. C’estparconséquentunebasedeE.

Proposition Théorèmede la baseincomplèteen dimension infinie Soit (ei)i � I

unepartiegénératricedeE. Soit I’ un sousensembledeI tel que(ei)i � I 6 estlibre dans
E. Alors il existeI’ 7 I” 7 I tel que(ei)i � I 6 6 soit unebasedeE.

Démonstration Remarquonsqu’onaprésupposerl’existencedepartiegénératrice
dansE. Ceci est,d’aprèsla propriétéprécédente,évident.Considéronscettefois ci
l’ensembleA desfamilleslibres (ei)i � J avec I’ 7 J7 I. A estordonnépartiellementpar
l’inclusion. Si B estunepartiedeA totalementordonnéepour l’inclusion, alorsla fa-
mille réuniondesélémentsdeB estencoreélémentdeA. Deplus,cetteréunionmajore
B. On endéduitqueA estinductif. D’aprèsle lemmedeZorn, A possèdeun élément
maximal.Soit I’ 7 J7 I tel que (ei)i � J soit l’élémentmaximalde A. Cettefamille est
libre. Montronsqu’elle estaussigénératrice.Il suffit pourceladeremarquerquepour
tout vecteurek, aveck n’appartenantpasà J, la famille (ei)i � J �8� ek � estliée dansE.
Parconséquent,comme(ei)i � I engendreE etque(ei)i � I 7 Vect((ei)i � J) alors(ei)i � J en-
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gendreE. C’estdoncbienunebasedeE.


