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Espacesvectoriels

1 Intr oduction

Jusqu’ala fin du lycée, les mathématique$ I'analyse commela géomeétrie) se
pratiqguentdansdesespacesle dimension2 ou 3 ( le planou I'espacephysique).Tres
vite apparaita nécessitée travailler dansdesespacesie dimensionsupérieurene
serait-ceque pour modéliserdesprobléemedaisantintervenir un nombrede variables
plusgrandque?2. Lesespacesle dimensionplusgrandeque3 échappentotalement
la perception Mé&mesi on peut,par projectionsur R 3 et R 2, entrevoir I'aspectd’ob-
jets mathématiquesivantsdansR # ou plus, on ne peutles visualiserdanstoute leur
globalité. Aussifautil un cadrethéoriquepour pouwir aborderles dimensionsplus
grandeslLa théoriedesespacesectorielsa pourobjetdefixer cettethéorie.

2 Définitions

Définition SoientA et B desensemblesOn appelleloi externe surB uneappli-
cation6 : Ax B — B. Parcorvention,si a€A etxeB, onnoterad(a,x) = ax.

Définition Soit(k,+,.)uncorpsetsoit(E,+)ungroupeabélienSoitaussiB:kx E—~E
uneloi externesurE ( onutiliserala corventiond’écritureprécédente)Letriplet (E,+,.)
aune structur e d'espacevectoriel sur k ( ou dek-espacevectoriel) si:

— 1 désignant'unité dela seconddoi dek etVxeE: 1.x=x.
— Va ek VxyeEa(x+y) =ax+ay.
— Va,B ek, Vx eE (a+ B)x= ax+ Bx.
- Va,B € k,Vx €E (a.B)x = a(Bx).
k estappelde corps de base del'espacevectorielE.

Remarque Parahusd’écriture,onnoterak le k-espacevectoriel(E,+,.).

Définition Soitk uncorps.Un élémentd’un k-espacevectorielestappeléunvec-
teur.

Proposition Soitk uncorps.Soit E unk-espacevectoriel.On note0 le neutrede
laloi + surk, 0 aussile neutredela loi + surE et 1 le neutredela loi . surk. Soient
veE eta €k. Onalespropriétésuivantes:

1. 0v=0
2. -1lv=-v
3. Siav=0etquea #0 alorsv=0.
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Démonstration

1. Ona: v+0v=(1+0)v=v En soustrayant desdeuxcétésde cetteégalité,on ob-
tient Ov=0.

2. 0=0v=(1-1)v=1v+-1wv+-1v.-1v estdoncl'opposédev. -1v estalorségala -v.

3. Siav=0etquea #0alorsa ! existedansk. Onpeutmultiplier lesdeuxmembres
denotreégalitéde départpara—1. Celadonnev= a~1.0=0.

Définition Soitk uncorpset E unk-espacevectoriel.SoitV un sousensemblale
E.V estunsousespacevectoriel deE si:

— (V,+) estun sousgroupede (E,+).
— Sia ek etsixeV alorsaxeV.

Proposition Soitk uncorps.Un sousespacevectorield’'un k-espacevectorielest
unk-espacevectoriel.

Démonstration Il suffit devérifierlesaxiomesdéfinissantesk-espacesectoriels.

Proposition Soientk un corps,E unk espacesectorieletV un sousensemblele
E.V estunsousespaceectorieldeE si etseulemensiVa,p €k, VX,ye V, ax+ By €V.

Démonstration Le sensdirectestévident.Pourla réciproquejl sufiit de vérifier
lesdeuxpointsdela propositionprécédentePrenonspourcela,xeV eta ek. Posons
B=-a ety=x. Le vecteurax+ By, qui estélémentdeV, estégaleauvecteurax-ax qui
estégaleau vecteurnul. On en déduitqueOeV. D’autre part, en prenantcettefois ci
o=1, et=-1, onaax+ Py=1x-1y=x-vy. Le premiervecteurde cetteséried’égalité est
élémentdeV, il enestalorsde mémede x-y. Nousvenonsainside vérifier que (V,+)
étaitun sousgroupede (E,+). Terminonsenremarquanguesi a €k =0 et quex,y€
V, alorsle vecteurax+By estélémentde V. Maisil estégalaax. Doncax estélément
deV, cqfd.

3 Familleslibr es,familles génératrices

Danstoutecettesection k désigneun corps.

Définition Soitl un ensembleet soit A={A;;i € |} unepartiedek indicéeparl.
Ondit queA estasupport fini sil'ensembledeséléments del telsqueA; estnonnul
estde cardinalfini.

Définition Soit E un k-espacevectoriel.Soit A unepartiede E. On supposajue
A={x;;i € I} oul estun ensemblgermettand’indexer A. On appellecombinaison
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linéaire desélémentgie A tout élémentde E donnépar

X=> AiX
2
ou{A;;i € 1} estunefamille a supportfini descalaireslek.

Remarque Commela famille desA; esta supportfini, il n'y apasde problémede
convergencedela sommeprécédente.

Définition - Proposition SoitE unk-espacevectoriel.Soit A unsousensemblele
E. L'ensembledescombinaison$inéairesdesélémentge A estun sousespace/ecto-
riel deE appelésousespacevectoriel de E engendrépar A. OnnoteraVect(A)le sous
espaceectorielengendréparA. De plus,siA={x4,...,%,}, onnoteraVect(A)=<x,...,%>.

Démonstration Soientx ety deuxélémentsie E qui s’écriventcommecombinai-
sonlinéaired’élémentsde A. Il existe doncdesscalaires\; eta; dek pourtouti€l,

telsque
X = Z)\ixi gy= Zcxixi.
e le
SoientA eta €k. Le vecteurAx+ay s’écrit

AX+ay = Z)\.)\ixa + 0.ajy
e

qui estencoreunecombinaisorinéaired’élémentsde A. ax+By estdoncélémentdu
sousespacevectorielengendréparA etcelapermetdeconclure.

Proposition SoitA unepartied’un k-espacevectorielE. Le sousespacerectoriel
engendréparA estle plus petit sousespacevectorielde E qui contientA.

Démonstration Tout sousespacevectorielcontenantA contienttoute combinai-
sonlinéairede vecteursde A. Donc le sousespacevecorielengendrépar A estinclu
danstout sousespacerectorielcontenant.

Définition Soit E un k-espacerectoriel.SoitaussiV un sousespacevectorielde
E ( qui peutéventuellemenétreégala E). SoientA unefamilledevecteursleV. Cette
famille estunepartie génératricede V ou génératrice dansV si I'espacevectoriel
engendréarA estégalaV, ou autrementit si Vect(A)=V. On dit encorequeA en-
gendreV.

Définition SoitA unepartiede E un espacevectorielsurk. Indexonsleséléments
de A parl'ensemblel. A estappeléepartie libr e de E ou famille indépendantede
vecteursde E si pourtout sousensemble supportfini {A;;i € 1} dek, I'égalité

inxi =0
le
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impliqgue queA; = 0Vi = 0.
Dansle cascontrairela partieA estdite partie liée dansE oufamille dépendantede
vecteursde E.

Proposition Si E estunk-espacevectorieletqueA estunepartieliée devecteurs
de E alorsl'un desvecteursde cette partie s'écrit commecombinaisoninéaire des
autresvecteurdeA.

Démonstration Soit A la partieliée dansE considéréet soit | un ensembleper
mettantd’indexé cettepartie.PosonsA={x;;i € | }. La partieA estliée dansk. Onpeut
donctrouverunsousensemblgA;;i € |} descalairedek nontousnulstelsque

inxi =0
le

Soitip €l tel queAj, #0. L'égalité préecédent@eutsere-écrire:

)\ioxi():_ z )\ixi;
ielT#io

soitenmultiplianta droite eta gauchepar;, ~*:

Xig = — Z Aig-Aixi = 0.
el i

Onaainsibienécritun desvecteursde A commecombinaisoriinéairedesautresvec-
teursdeA.

4 Based'un espacevectoriel

k désigneun corps.

Définition Soit E un k-espacevectoriel. Soit | un ensembleet soit A={x;;i € |}
unefamille d’élémentsde E. Cettefamille estune basede E si elle estala fois libre
dansE et génératricele E tout entier On noteragénéralemeriesbasessousla forme
d'unesuitedevecteurs(X;)ic .

Définition SoitE unk-espacevectoriel.Soitl unensembleUnefamille {x;;i € 1}
estdite:
— libr e maximale danskE si elle estlibre dansE et que pourtout vecteury de E
différentdex; Viel, lafamille {x;;i € |,y} estliée dansE.
— génératriceminimale si elle engendré toutentieret si, quandonla prived’'un
desesélémentselle n’engendreplusE.
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Proposition Soit E unk-espacevectoriel.Soitl unensemblet A={x;;i € 1} une
famille devecteursde E. On aéquialenceentre:

1. A estunebasedeE.
2. A estlibre maximaledansE.
3. A estgénératriceninimaledansE

Démonstration Montronsl=-2: SoitA={x;;i € | } unebasedeE. A estdonclibre
etgénératricalansk. Montronsqu’elle estlibre maximale.Soity unvecteurde E qui
n'estpasélémentde A. CommeA estunebasedeE, A engendrée eton peuttoujours
trouverunefamille asupportfini {A;;i € 1} descalaireslek telsque

y:%)\ixi-

La combinaisorinéairey — Z Aix estdoncnulle alorsquesescoeficientsnele sont

pastous.Ceciimpliquequela famille définiepar{y} U {x;;i € | } estliée etcequelque
soity danskE. La famille {x;;i € 1} n’estdoncinclusedansaucunefamille libre plus
grandequ’elle méme.Elle estdoncbienlibre maximale.

Montronsmaintenanta réciproquec’estadire que2=-1. Soit {x;;i € 1} unefamille
libre maximaledanskE. Nousdevonsmontrerqu'elle estgénératriceC’estadire quesi

x estunvecteurde E, alorsx s'écrit commecombinaisoriinéairedesx;. Prenonglonc
unvecteurx deE. Comme{x;;i € | } estlibre maximaledansE, la famille {x} U {x;;i €

I} estliée dansE. Celasignifiequ'il existe unefamille a supportfini {A} U{A;;i € 1}

descalaireslek nontousnulstelsque

)\X—}-Z)\ixi =0.

Si A=0 alorscelaimplique quela famille {x;;i € 1} n'estpaslibre dansE. A estdonc
inversibleet on peutécrire:
X= A‘lz)wxi.
e

Commex estquelconquelansk, la famille {x;;i € |} estbiengénératricelansE.
Montronsquel=-3. SoitA={x;;i € | } unebasedeE. A estdoncgénératriceMontrons
gueA estgénératriceninimale. Supposonsjuece ne soit pasle cas.ll existealorsun
vecteurx;, deA qui estcombinaisoriinéairedesautresélémentsieA. A nepeutalors
étrelibre. A estdoncnécessairemegénératricaninimale.

Montronsenfin que 3=-1. Considéronaune famille A={x;;i € I} de vecteursde E.
Supposongjue cettefamille estgénératricaminimale et montronsquec’estunebase
deE. Il fautvérifierqueA estunefamillelibre. Sicen’estpasle cas,il existe{A;;i € 1}
unefamille a supportfini descalaireglek telle que

inxi =0
1€
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ettelle quelesA; ne sontpastousnuls. Soitig €l tel queA, #0. On peutécrirex;,

enfonction desvecteursx;, i£ig. Par conséquentcommetout vecteurde E s’écriten
fonctiondeA, toutvecteurde E s'écritenfonctionde A\{x;, }. Ainsi, A n'estpasgé-
nératriceminimaledansE. Celaestcontrairea notrehypothésale départ.DoncA est
bienunebasedeE.

Définition - Proposition Soit E un k-espacevectoriel.Soit (g )ic) unebasedeE.
Pourunélémentx deE il existeuneuniquefamille asupportfini {A;;i € 1} descalaire

dek telleque
Xx= 9 Aig.
% i

Le scalaireA; s’appellela ieme coordonnéedu vecteur x relativement a la base
(&)iel-

Démonstration Comme(g)ic; engendrek, il existe une famille a supportfini
{N;i € 1} telle quex = ina. Supposongu'il existe une secondefamille a sup-
le

portfini {aj;i € 1} tellequex= Zaia. Alors Z()\i —aj)g = 0. Maislafamille (g)ie
e e
estlibre danskE. La seulepossibilitépourl'égalité precédentestquel; — a;=0Vi €l.

Soitencore\; = q; Vi €l. Celaétablitbienl’'unicité descoordonnéedex relatvement
aunebasedeE.

5 Dimensiond'un espacevectoriel

Définition Soitk un corpset E un k-espacevectoriel.E estun k-espacevectoriel
de dimensionfinie si il possedainefamille génératricade cardinalfini. Dansle cas
contraire E estdit dedimensioninfinie.

Proposition Soit E un espacevectorielsurun corpsk. On supposeajueE estde
dimensiorfinie. Alors E possedeinebase De plus cettebaseestde cardinalfini.

Démonstration CommeE estde dimensionfinie, il possédainefamille généra-
trice finie A={ey,...,en}. A étantde cardinalfini, on peutextrairede A la plus petite
partiede A qui soitgénératricale E. NommonsA' cettesouspartiede A. A’ estalors
génératricaninimale.C’estdoncunebasedeE. A’ estclairementde cardinalfini.

Remarque On commencea s’en douter:dansun espacevectorielde dimension
finie, touteslesbasentmémecardinal.Cecardinalseraappeléa dimensiondel’es-
pacevectoriel.Le lemmequi suit a pour objet de prépareda démonstratiorde cette
propriété.

Lemme SoitE unespacersectorielsurun corpsk. Soientey,...,g, desvecteursde
E formantunebasede E. Soientaussivs,...,vim desvecteurde E. Supposonguem=>n.
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Alors vi,...,vim formeunefamille liée devecteursde E.

Démonstration Raisonnonarl'absurdeet supposonsjuela famille vs,...,vim st
libre danskE. Comme(a)i:1 ..,n engendrés, on peuttrouverdescoeficientsA; €k pour

i=1,.. ntelsquevl—zlx.a v1 étantnonnul, on peutsupposerquitte a re-indexer les

differentstermesdela sommegueA; #0. Onestalorsendroit d’écrire:
n
Aep=vy— %MQ-
i=

Soitencore: .
e =Ar'vi— ;A;lma.
i=

n
Nousvenonsen fait de mettree; sousla forme e;=ayvi + Zaia ou aj €k. Mon-

n
tronsparrécurrenceueVi=1,....m3pBy,...., B €k telsqueg=Pivi+...PByv|+ Big
i=T+1

Celarevientamontrerqueg eVect(w,...,i,8+1,...,&)- Supposonsettepropriéthévraie
al'ordre | et montronsla a I'ordre 1+1. On saitquev|,; €<ey,...,> maisVi=1,...,|
€ €<V1,...,\\},8+1,...,&>. Autremendit Vi=1,...,lg €<vi,...,.(,8.1,...,&>. Onpeutdonc
trouverdescoeficientsay,... 0m telsquevi; 1=a1vs +....00v + ol + 1+ ...+ dpen. On
peutde plus supposequel’un descoeficientsa|,1,...0n €stnonnul. Si celan’était
pasle casalorsla famille vi,...,\i;1 seraitliée danskE, ce qui estcontrairea notrehy-
pothésealerécurrenceSupposongjuitteare-indexerlesg quea; ;1 estnonnul. Ona

alors:
n

Al 41841 =0A1V1+ ...+ 0V — aig.
i=T+1
En multipliant chacundesmembrede Cetteégalitéparaﬁfl, on obtientuneécriture

deg.; delaforme:
n

8+1=YiVi+...+¥VI — Yi€.
i=I+1

ou vy, estélémentde k v i=1,...,n.Ceci terminenotre récurrenceMais commen>m,
chaquee,, s'écrit: en= Zla.v. ol a; €k Vi=1,...,n.On déduitde cela que pour tout

i=1,...,n, & €<Vy,...,\n>. Mais commeE=Vect(q,...e), Vp estlié a la famille { v;
=1,...,n} sip>n.Cequi estencontradictionavec notrehypothéseale départet prouve
la proposition.

On peutmaintenanformuleret démontreite théoremdondamentakuivant:

Théoréme Soitk un corpset soit E un k-espacevectoriel.Si E estde dimension
finie alorstouteslesbasegle E ontmémecardinale.
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Démonstration CommeE estde dimensionfini, E possédeau moins une base.
Supposongu’il en existe deux et montronsqu’elles ont mémecardinal.Soient =
(e,....&) etf = (f1,...,fn) deuxbasesde E. Supposongjue m>n. Commee estune
basede E, on peutappliquerle lemmmeprécédentPar conséquent estliée. Ceci
estimpossiblecarf estunebasede E. Doncm<n. Enfaisantle mémeraisonemenén
permutante réle dee etceluidef, onobtienth<m. Onestalorsendroit d’écrire:n=m.

Cethéoremalémontréja définitionsuivanteaunsens.

Définition Soit E un espacerectorielde dimensionfinie surun corpsk. Si E est
réduita sonélémentnul alorson dit quela dimensionde E est0. Sinon,on appelle
dimensionde E etonnotedim E, le cardinald’'unebasedeE.

Le théoremesuivantestaussivrai pourunk-espacevectorielde dimensioninfinie.
La démonstratiomependanhécessité usagedel’axiome de choix. Nousnousy inté-
resseronslansle paragraphéEspacessectorielsdedimensioninfinie”.

Théoréeme de la baseincompléte Soientk un corpset E un espacevectoriel
de dimensionfinie sur k. Soit n=dim E et soit e=(e,...,&n) une famille libre de E.
On supposeque m<n. On peutalorstrouver desvecteursfm,1,...,f, dansk tels que
(e1,---+8nm+1,---,n) SOitunebasedeE. Ondit qu’onacomplétéafamilleeenunebase
deE.

Démonstration Commee n’engendrepasE, on peuttrouver un vecteurf; dans
E tel quef; n'est pasélémentde Vect(q,...,an). La réunioneu{ f;} forme doncune
famille libre de E. Si cettenouwelle famille estgénératricede E, alorsc’estunebase
de E et m+1=n.Le théoremesstdémontré Si ce n'est pasle cas,on recommencde
processusOn construitainsidesvecteurdmi1,...,fny1 . Ceprocessus’arrétenécessai-
remantquandm-+I=n. (Sinonon construitunefamille libre de cardinalplus grandque
la dimensionde E).

6 Sousespacevectoriel, sousespacessupplémentaires
et sommedir ectede sousespacewvectoriels

k désigneun corps.Rappelongju’un sousespacevectorield’'un espacerectorielE
estun espacevectorielpourlaloi interneetla loi externeinduitesdeE.

Définition Soit E un k espacevectorielet soit V un sousespacevectorielde E.
Unebasedu sousespacevectoriel V estunebasedeV entantqu’espacesectoriel.

Définition On dit qu’un sousespacevectoriel est de dimension finie si il est
engendréentantqu’espacevectoriel,parunefamille de cardinalfini.
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Remarquonsgjuesi unsousespace/ectorield’'un espaceectorielestdedimension
finie alorsce sousespaceossedeeshaseet quetoutescesbasentmémecardinal.

Définition La dimensiond’'un sousespacevectoriel de dimensionfinie estle
cardinald’'une basede ce sousespacevectoriel.

Définition SoientV etV’' deuxsousespacewsectorielsdu k-espacevectoriel E.
OnnoteV+V' I'ensemblesommede cesdeuxsousespacesectorielsV etV’:

V+V' ={v+V;veVVeV'}.

Proposition SiV etV' sontdeuxsousespacesectorielsdu k-espacevectorielE
alorsV+V' estaussiun sousespace/ectorieldeE.

Démonstration C'estfacile, il sufiit de vérifier quesi x ety sontélémentsde E
alorsil enestdemémedex-y.

Définition SoitE unk-espacevectorieletsoientV etV’' deuxsousespacesecto-
rielsdeE. Ondit queV etV’ sontensommedir ectesi VNV’'={0}. OnnoteVaV’ le
sousespacsommede deuxsousespacesupplémentaires.

Définition SoientV etV’' deuxsousespacewsectorielsdu k-espacevectoriel E.
OnsupposaueV etV sontensommedirectedansk etqueVa@V'=E alorsV etV’
sontdit supplémentairesdansE. V estun supplémentairede V' dansE.

Le théoremesuivantesténoncét démontrédansce paragraphelansle cadredela
dimensiorfinie. Il estcependanencorevrai endimensioninfinie maisla démonstra-
tion nécessitéutilisation del’axiome dechoix. Celleci seraétabliedande paragraphe
“espacevectorieldedimensioninfinie”.

Théoréme Soit E unk-espacevectorieldedimensiorfinie. SoitV un sousespace
vectorieldeE. Alors V possedein sousespaceupplémentairelansk.

Démonstration Soit n=dim E. CommeV estun sousespacerectorieldeE, il est
ausside dimensionfinie. Posonsk=dim V. Soientey,...,& desvecteursde V qui dé-
finissentune basede V. Cettefamille, libre dansV, 'est aussidansE. L'utilisation
du théoremede la baseincomplétenouspermetd’étre assurere I'existencede n-k
vecteursex.1,...,& telsquela famille (ey,...,&) forme unebasede E. Soit V' le sous
espacevectorielengendrépar e 1,...,&. Il estclair queVNV'={0} et queV+V'=E.
V' estdonchienun sousespacesupplémentairausousespacey.

Théoreme SiV etV' sontdeuxsousespacewectorielsde dimensionfinie du
k-espacevectorielE alorsdim V+dim V'=dim (V+V')+dim VNV’



Emmanuel Vieillard Baron www.les-mathematiques.net 10

Démonstration RemarquongueVNV’ estunsousespaceectorieldeV etdeV'.
Posonsn=dimV, m’=dim V’et k=dim VNV'. Soitaussi(e;,...,gn) unebasedeV, que
I'on compléteenunebase(e,...,&,fk+1,....fm) deV etenunebaseey,...,&,f ki1,---, )
deV'. La famille { ey,...,&fks1,--+,fmf kt1,.-,fy } €stdoncune basede V+V'. On
peutalorsécrireles égalités:dim(V+V')=k+m-k+m’-k=m+m’-k=dim V+dim V’-dim
VNV’

Définition
— Un sousespacevectorielde dimensionun estappeléunedroite vectorielle.
— Un sousespacevectorieldedimensionun estappeléuneplan vectoriel.

Définition Soit p un entier positif. On appellerang d'un systémede vecteurs
V1,...,Vp del'espacevectorielE la dimensionde Vect(v,...vp).

Commelesvecteurs/y,...,vp sontennombrefini, la dimensiondu sousespaceec-
toriel qu'ils engendrenestnécessairemente dimensionfinie. La définition estdonc
correcte.

7 Espacesvectorielsde dimensioninfinie

Commenousl’avonsdéjamentionnées propriétésd’existenced’un supplémen-
taire pour un sousespacevectoriel, d’existenced’une baseet le théorémede la base
incomplétesontvraiesendimensioninfinie. Nousallonsmaintenangétablirces3 pro-
priétés.

Proposition Soit k un corpset E un k-espacevectoriel. Soit V un sousespace
vectorielde E. SoientaussiW1 un sousespacevectorielde E tel queVNW={0} etW2
un sousespacevectorielde E tel que V+W2=E. Alors il existe un supplémentair&V/
deV contenudansW?2 etcontenantV1.

Démonstration ConsidérongensembleA dessousespacesectorielsde E conte-
nantW1 et contenusddanswW2. A n’estpasvide car W1 estélémentde A. A estpar
tiellementordonnéparla relation“étre inclu dansou étreégala”:C. Considéronsine
partietotalemenibrdonnéde A. Considéronensuitela réuniondesélémentsle cette
partieet notonsla U. Commela partie esttotalemeniordonnéegcetteréunionesten-
coreun sousespacerectorielde E qui contientW1 et qui estcontenudanswW?2. Cette
réuniona commeseulélémentcommunavecV le vecteurnul de E. U estde plusun
majorantde cettepartie pour la relationd’ordre donnépar I'inclusion. A estdoncun
ensemblenductif. Appliquonsle lemmede Zorn. Il existe un élémentmaximal pour
A. Notonsle W. W vérifie:

1. wnv={0}.

2. WICWCW?2,
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3. YW €A WCW.

Montronsque W estun supplémentairé V. Au regardde ce quel’'on sait déja,
il suffit de pouver que V+W=E. Soit XxeE=V+W2. X s’écrit: x=v+wy ou VEV et ou
wo €W2. Siontrouve weW etv' €V telsquex=v'+w alorsc’estgagnéSiw,; eW, w
esttrouvé. Sinon,on considérde sousespacevectoriel X engendrépar W etw,. Ce
sousepacevectorielcontientstrictementW. Par conséquentcommeW estmaximale
dansA, X n'appartienjpasaA. Mais X vérifie lespoints2 et3 précédentd! nevérifie
doncpasle point 1. Celasignifiequ'il existeunvecteuryeXnV. y estdoncd’une part
élémentde V maisa d’autre part une écriturede la forme y=w'+Aw, ou A €k et ol
w' eW. Si A=0, alorsy, élémentdeV, estaussiélémentde W. Celaestimpossiblecar
WEeA. Donc A #0. Alors: wo=1(y-w)". Celadonne:x=v+3y-+w’. Mais v++y€eV et
%w' €W. On abienobtenula décompositiorvoulueet notrethéorémeestdémontré.

On peutformulerle corollaireimmédiata cerésultat:

Corollaire Soitk un corpsetsoit E un k-espacevectoriel.SoitV un sousespace
vectorielde E. Alors V possédeain supplémentaireansk.

Démonstration C’estimmédiatvia la propositionprecédente.

Proposition SoitE unespacerectoriel(nonréduita {0}) surle corpsk. E posséde
unebase.

Démonstration SoitA I'ensembledetoutelesfamilleslibresdeE. A estnonvide
carsi v estun vecteurnon nul de E alors {v} estunefamille libre danskE. A estun
ensemblgartiellemenbrdonnéparl'inclusion. Soit B unepartiede A totalemenbr-
donnéenonvide. Alors la réuniondesélémentsie cettefamille estencoreun élément
deA. Cetteréuniondeplus,estunmajorantdeA. DoncA estinductif. A possédealors
un élémenimaximal.NotonsF cettefamille libre devecteursde E et élémentmaximal
deA. Cettefamille estlibre maximaledansk. C’estparconséquentinebasedeE.

Proposition Théorémede la baseincompléte en dimensioninfinie Soit (§)ie
unepartiegénératricale E. Soitl’ un sousensemblalel tel que(g )¢ estlibre dans
E. Alorsil existel’ CI” Cl tel que(g)ic)» soitunebasedeE.

Démonstration Remarquongu’on aprésupposdiexistencede partiegénératrice
dansE. Ceciest,d’aprésla propriétéprécédenteévident. Considéronsettefois ci
I'ensembleA desfamilleslibres (g)icg avecl’ cJcl. A estordonnépartiellemenipar
I'inclusion. Si B estunepartiede A totalemenbordonnéegoourlinclusion, alorsla fa-
mille réuniondesélémentsle B estencoredlémentdeA. De plus,cetteréunionmajore
B. On endéduitqueA estinductif. D’aprésle lemmede Zorn, A posséedeain élément
maximal. Soit I' CJCI tel que ()icy soit I'élémentmaximal de A. Cettefamille est
libre. Montronsqu’elle estaussigénératricell sufiit pourcelade remarqueiquepour
tout vecteurey, aveck n'appartenanpasa J, la famille (g)icg U {&} estliée dansE.
Parconséquencomme(e)ic) engendrde etque(e)ier CVect((g)ies) alors(e)ics en-
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gendreE. C'estdoncbienunebasedeE.
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