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Etude de l’espacevectoriel kn -
Matrices
1 Intr oduction

L’attitude du mathématicienfaceà un problèmeestsouventd’essayéde déplacer
le champslexicaledanslequelesténoncéceproblèmepourun autredanslequelil se
démontreraplusaisément.
Considéronspar exemplele problèmeconsistantà rechercherles zérosd’une fonc-
tion définiede

�
dans

�
. Ce problèmepeutserésoudrepar les moyensalgèbriques

habituelsderésolutiondeséquations.Mais cetteméthoden’estmalheureusementpas
toujoursassuréedu succès.Aussi faudrat’il peutêtre tenterd’autresapproches.On
pourraparexempletransformerle problèmequi consisteà résoudref(x)=0 encelui de
trouver le point fixe deg(x)=f(x)+x. On passeraalorsdu champslexicalede l’algèbre
à celui de l’analyseet dessuitesréelles.On mettraainsi les outils de l’analyseà la
dispositiond’un problèmealgébrique.
Certainespropriétésqui au départsontdespursproduitsd’une théoriedonnéen’ont
put êtredémontréesquedansle cadred’uneautrethéorie.Nouspensonsparexemple
au théorèmefondamentalede l’algèbrequi ne possèdeaucunedémonstrationqui ne
recourtà l’analyse.
Parlonsaussidu grandthéorèmedeFermat.Unedesraisonsdu fait qu’il a résistéaux
assautsdesplus grandsmathématiciensde cesdernierssièclesest trèscertainement
quelesmathématiquesn’étaientparprêtejusqu’àencorerécemmentà l’énoncerdans
un languagequi permettesadémonstration.Il a fallu élaborer, entreautre,la géométrie
algébriqueet développerles théoriessur les courbesmodulaireset les courbesellip-
tiquespourpouvoir le démontrer.
C’estd’ailleurs le ( seul?) méritedecethéorèmequed’avoir servià la créationd’une
nouvellebranchedesmathématiques.
Tout celapourinsistersurl’importancedemultiplier lesreprésentationspourun objet
mathématiquedonné.L’écriture matricielleconsistejustementen uneautrereprésen-
tationdesapplicationslinéaires,applicationdontl’importancea déjàétéjustifiéedans
le chapitreprécédent.

Danstout ce chapitrek désigneun corps.Nouscommenceronspar uneétudede
l’ensemblekn qui estun k-espacevectorieldedimensionn.

2 Etude de l’espacevectoriel kn

Voici un exempleà la fois simpleet fondamentald’espacevectoriel:la multiplica-
tion dansle corpsk peutêtrevue commeuneloi externesur k � k dansk. L’addition
dansk estuneloi interne.k muni decesdeuxlois estunk-espacevectoriel:
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Proposition Soit k un corps.Une loi interneestdéfiniesurk par l’addition dek.
On peutvoir la multiplicationsurk commeuneloi externedek � k dansk. k muni de
cesdeuxlois estun k-espacevectorieldedimension1.

Démonstration Onvérifiesansproblèmelesaxiomesdéfinissantunespacevecto-
riel. De plussi on considèrel’élément1 dek. Alors tout élémentx dek s’écrit x=x.1.
L’élément1 engendrek surlui même.Unefamilleconstituéed’un uniqueélémentnon
nul est libre. � 1 � définit doncunebasede k. k estalorsbien de dimension1 sur lui
même.

Rappelonsquekn estl’ensembledesn-uplets(α1,....,αn) oùαi parcourtk. Nousal-
lonsdéfiniruneadditionetuneloi externesurkn etainsienfaireunk-espacevectoriel
dedimensionn. L’intérêt d’une telle constructionestjustifiéepar la proposition:Si n
estun entierpositif, tout lesk-espacesvectorielsdedimensionn sontisomorphes.Par
conséquent,toutk-espacevectorieldedimensionn estisomorpheàkn. kn nousservira
doncd’espacevectorieldedimensionn canonique.

Soient(x1,...,xn) et (y1,...,yn) deuxélémentsdekn. Soitλ unscalairedek. Ondéfi-
nit l’addition par: (x1,...,xn) + (y1,...,yn) = (x1+y1,...,xn+yn) et la multiplicationparun
scalairepar:λ(x1,...,xn)=(λ.x1,...,λ.xn). Alors:

Proposition kn munidecesdeuxlois a unestructuredek espacevectoriel.

Démonstration Exercice!.

Définition - PropositionConsidéronspourtouti=1,...,nlevecteurei=(0,0,...,0,1,0,...,0)
dekn. Cevecteura toutessescoordonnéesnullessaufla ièmequi vaut1. La suitede
vecteurs(ei)i � 1 � � � � � n estunebasedekn appeléebasecanoniquede kn.

Démonstration Considéronsun élémentx=(x1,...,xn) de kn. Il est facile de voir
que

x � n

∑
i � 1

xiei �
La famille (ei)i � 1 � � � � � n estdoncgénératrice.De plus si (λi)i � 1 � � � � � n estunefamille de n

scalairesdek, l’égalité
n

∑
i � 1

λiei � 0 donne(λ1,...,λn)=0.Soit 	 i=1,...,n,λi=0.La famille

(ei)i � 1 � � � � � n estdonclibre et génératricedanskn. C’estbienunebasedekn.

Un corollaireimmédiat:

Corollair e L’espacevectorielkn estdedimensionn surk.

Proposition fondamentaleSi E estun k-espacevectorieldedimensionn alorsE
estisomorpheàkn. Deplussi on sefixeunebase(vi)i � 1 � � � � � n dansE, cetisomorphisme
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peutêtredonnépar l’applicationqui à un vecteurdeE associele n-upletdesescoor-
données.

Démonstration Soit f l’applicationdéfiniedansla propriété.f estbienuneappli-
cationdeE danskn. On vérifie sansproblèmequef estlinéaire.Soit x dansE tel que
f(x)=0. Alors les coordonnéesde x dansla base(vi)i � 1 � � � � � n sont toutesnulleset par
conséquentx est le vecteurnul de E. Le noyau de f seréduit doncà � 0 � . f estalors
injective.Mais commeE et kn ont mêmedimension,f estun isomorphismedeE dans
kn.

3 Matrices

Lesespacesvectorielsconsidérésdanscettepartiesonttousdedimensionfinie sur
un corpsk donné.
Rappelonsquela connaissanced’uneapplicationlinéaireθ sur un espacevectorielE
estdéterminéepar lesvaleursqu’elle prendsurunebasedeE. Ainsi si (ei)i � 1 � � � � �m est

unebasede E, et si pour tout i=1,...,m,θ(ei) est connue,alorssi x � m

∑
i � 1

xiei estun

vecteurdeE, θ(x) estdonnépar:

θ 
 x ��� m

∑
i � 1

xiθ 
 ei � �
NommonsF l’espacevectorield’arrivéede l’application linéaireθ. SupposonsqueF
estdedimensionn. On peutchoisirunebase(f i)i � 1 � � � � � n deF. Il existedescoefficients
λi j pouri=1,...,met j=1,...,ntelsquepourtout i=1,...,m,

θ 
 ei ��� n

∑
p � 1

λpi fp �
On peututiliser pourreprésenterθ le tableauà n ligneset m colonnessuivant,dont la
ièmecolonneestdonnéeparlescoordonnéesdu vecteurθ(ei) dansla base(ei)i � 1 � � � � � n.

A �

�����

λ11 λ12 ����� λ1m

λ21
... ����� λ2m

...
...

. . .
...

λn1 λ2n ����� λnm

�������
Définition SoitE unk-espacevectorieldedimensionm etF unk-espacevectoriel

dedimensionn. Soiente=(ei)i � 1 � � � � �m unebasedeE et f=(f i)i � 1 � � � � � n unebasedeF. Soit
aussiθ uneapplicationlinéairedeE dansF. Pourtout i=1,...,m,il existen scalairesλi j
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i=1,...,ndek vérifiantθ 
 e j ��� n

∑
j � 1

λi j f j . On apellematrice de θ danslesbasese de E

et f deF le tableaunotéM(θ,e,f)àn lignesetm colonnesconstituédesscalairesλi j de
k:

M 
 θ � e � f ��� 
�����
λ11 λ12 ����� λ1m

λ21
... ����� λ2m

...
...

. . .
...

λn1 λn2 ����� λnm

�������
On dira aussiqueM(θ,e,f) est la représentationmatricielle de θ dansles bases

e et f de E et F. On pourranotercettematricesousla forme condensée:M(θ,e,f) =
(λi j)i � 1 � � � � � n j � 1 � � � � �m.
L’ensembledesmatricesà n ligneset m colonnessurle corpsk estnoté � k(n,m).

Remarquonsquedansla définition précédenteil estécrit la représentationmatri-
cielle de l’applicationg et nonpasune représentationmatricielle.La propositionqui
suit justifie cepoint lexicale:

Proposition SoientE et F deuxk-espacesvectoriels.On supposequeE estde
dimensionm et queF estde dimensionn. Soit e unebasede E et f unebasede F.
Soit aussig uneapplicationlinéairedeE dansF. g possèdeuneuniquereprésentation
matricielleM(g,e,f).

Démonstration C’estuneconséquencedirectedel’unicité del’écriture d’un vec-
teurdansunebasedel’espaceauquelil appartient.

4 Structure desensemblesdematrices

Commençonspar étendrel’addition desapplicationslinéairesà cellede leur ma-
tricesrespectivesdansdesbasesdonnées.

Définition Soit k un corpset M,M’ deuxmatricesde � k(n,m). On poseM =
(λi j)i � 1 � � � � � n j � 1 � � � � �m et M’ = (λ �i j)i � 1 � � � � � n j � 1 � � � � �m. Soit aussiα � k. On définit uneloi in-
terne+ (addition)et uneloi externe.(multiplicationparun scalaire)sur � k(n,m)par:
M+M’=( λi j � λ �i j)i � 1 � � � � � n j � 1 � � � � �m et α.M=(α � λi j)i � 1 � � � � � n j � 1 � � � � �m.

Définition La matrice nulle de � k(n,m)estla matricedont tout lescoefficients
sontnuls.C’estle neutredel’addition matricielle.

Proposition � k(n,m) muni de l’addition et de la multiplication par un scalaire
précédemmentdéfiniesa unestructuredek-espacevectoriel.
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Démonstration Onvérifiesansproblèmelesaxiomesdéfinissantunk-espacevec-
toriel.

Plusprécisémment:

Proposition � k(n,m) estun k-espacevectorielde dimensionm � n. La famille
donnéeparlesm � n matricesMi j dontlescoefficientssontnulspartoutsaufle coeffi-
cientsetrouvantà l’intersectionde la ièmeligne et de la jième colonneet qui vaut1
estunebasede � k(n,m)quel’on appellebasecanoniquede � k(n,m).

Démonstration Démontronsquela famille précédenteestlibre. Soit λi j i=1,...,n,

j=1,...,munefamilledemnscalairesdek telleque
n

∑
i � 1

m

∑
i � 1

Mi j=0.Le membredegauche

decetteégalitéestégaleà la matrice(λi j)i � 1 � � � � � n j � 1 � � � � � k qui, toujoursd’aprèscetteéga-
lité estégaleà la matricenulle. Ceci n’est possiblequesi les λi j sontnuls pour tout
i=1,...,net j=1,...,m.La familledonnéeparlesmn matricesMi j estdonclibre.

Elle estclairementgénératricecarsi M=(λi j)i � 1 � � � � � n j � 1 � � � � � k alorsM=
n

∑
i � 1

m

∑
i � 1

λi jMi j.

Définition - PropositionSoientE et F deuxk-espacesvectoriels.Onsupposeque
E estdedimensionm et queF estdedimensionn. Soit e unebasedeE et f unebase
deF. Soit aussiθ et β deuxapplicationslinéairesdéfiniesdeE dansF. A cesdeuxap-
plicationslinéaires,on fait correspondreleursreprésentationsmatriciellesrespectives:
M(θ,e,f) et M(β,e,f).Alors M(θ,e,f)+M(θ,e,f)=M(θ+β,e,f)et r.M(β,e,f)=M(r.β,e,f).

Démonstration Il suffit d’écrire...

Considéronsmaintenanttrois k-espacesvectorielsE, F et G de dimensionsres-
pectivesm, n et p. Considéronsaussiune applicationlinéaire f de E dansF et une
applicationlinéaireg deF dansG. Rappelonsquela fonctionh=g� f estuneapplication
linéairedeE dansG. Si on sedonnedesbasesx de E, y de F et z de G, on aurrales
représentationsmatricielles:M(f,x,y)=(λi j)i � 1 � � � � � n j � 1 � � � � �m, M(g,y,z)=(βi j)i � 1 � � � � � p j � 1 � � � � � n
etM(g � f,x,z)=(αi j)i � 1 � � � � � p j � 1 � � � � �m. Quelrapportexistet’il entrelescoefficientsdecha-
cunedecesmatrices?
Soit1 � s� m et xs un vecteurdela basex deE. Alors:

f 
 xs ��� n

∑
i � 1

λisyi �
Demêmesi 1 � t � n et si yt estun vecteurdela basey deF,

g 
 yt ��� p

∑
j � 1

β jtz j �
Onobtient:

g � f 
 xs ��� g 
 n

∑
i � 1

λisyi �
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� n

∑
i � 1

λisg 
 yi ��� n

∑
i � 1

λis

p

∑
j � 1

β jiz j � n

∑
i � 1

p

∑
j � 1

λis � β jiz j � p

∑
j � 1

 n

∑
i � 1

β ji � λis � z j� p

∑
j � 1

α jsz j �
Conclusion:

α js � n

∑
i � 1

β ji � λis �
Onaboutitdoncà la définition:

Définition Soit M � � k(p,n)et soit N � � k(n,m) telsqueM=(αi j)i � 1 � � � � � p � j � 1 � � � � � n
etN=(β jl) j � 1 � � � � � n � l � 1 � � � � �m. Onapelleproduit desdeuxmatricesM etN la matricenotée
M.N ou MN=(γi j)i � 1 � � � � � p � j � 1 � � � � �m élémentde � k(p,m) telleque

γi j � n

∑
l � 1

αilβl j �
Proposition SoientE, F et G trois k-espacesvectorielsde dimensionrespec-

tive m,n et p. Soit f une applicationlinéaire définie de E dansF et g une applica-
tion linéaire définie de F dansG. On se fixe desbasesα, β, γ de E, F et G. Alors
M(g � f,α,γ)=M(g,β,γ). M(f,α,β).

Démonstration C’estuneconséquenceimmédiatedela définitiondu produitma-
triciel.

Remarquons,avantd’aller plusloin quepourdeuxmatricesA etB, le produitA.B
n’a un sensquesi le nombredecolonnesdeA estégalaunombrede lignesdeB. On
nepeutdoncdéfinir unemultiplicationsur � k(n,m)quesi n=m,c’està dire quesi le
nombredeligne desmatricesde � k(n,m)estégalà leur nombredecolonnes.

Définition Si unematricea autantdeligne quedecolonnes,on dit quec’estune
matrice carrée. Le nombredeligne( oudecolonnes) d’unematricecarréeestappelée
sonordr e.Onnotera� k(n) l’ensembledesmatricescarrésd’ordren et à coefficients
dansk.

Comptetenude la remarqueprécédente,desmatricescarréesdemêmeordresont
multipliablesentreelles.Intéressonsnousà unematricecarréeparticulière:

Définition La matriceunité de � k(n) estla matrice:

M 
 g � e � f ��� 
�����
1 0 ����� 0

0 1
... 0

...
...

.. .
...

0 0 ����� 1

�������
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On vérifie facilementque cettematriceest l’élément neutrede la multiplication
matricielledans� k(n). Ajoutonsla proposition:

Définition Soit E un k-espacevectorielde dimensionn et soit e unebasede E.
Rappelonsquel’application identiqueId surE estl’applicationqui à un élémentx de
E associelui même.La matriceM(Id,e,e)estégaleà la matriceunité.

Démonstration Il suffit deremarquerquepourtoutvecteurei i=1,...,ndela basee
deE, Id(ei)=ei.

Onpeutenfinénoncerla propriété:

Proposition � k(n) muni del’addition et dela multiplicationdesmatricesprécé-
demmentdéfinisaunestructured’anneauunitaire.

Démonstration C’est très facile à vérifier. L’unité de cet anneauest la matrice
unité.

Cetanneaun’estdefaçongénéralpascommutatif.( Voir l’article “Constructionde
matricesréellesvérifiantAB=-BA”.

5 ! k(n,m) et " (E,F)

Proposition SoitE etF deuxk-espacesvectorielsdedimensionrespectivem etn.
Alors onaun isomorphismed’espacevectorielentre( # (E,F),+,.)et ( � k(n,m),+,.).En
particulierdim # (E,F)=m.n

Démonstration Choisissonsunebasee=(e1,...,em) deE etunebasee’=(e’1,...,e’n)
de F. Considéronsl’application θ : # (E,F)$%� k(m,n) qui à uneapplicationlinéaire
f définiede E dansF associesareprésentationmatricielledansles basese de E et e’
deF: M(f,e,e’). Cetteapplicationestunhomomorphismedugroupe( # (E,F),+)dansle
groupe( � k(m,n),+)carsi f et g sontélémentsde # (E,F) alorsM(f,e,e’)+M(g,e,e’)=
M(f+g,e,e’).Deplus,θ estinjective:si θ(f)=0 où0 désignelamatricenullede � k(m,n)
alorscelaimpliquequef(ei)=0 	 i=1,...,m.f étantnullesurunebasedeE, elleestnulle
sur E. f estsurjective: si M=(αi j)i � j � 1 � � � � � n �&� k(n) alorsl’application linéairedéfinie

par f(ei)=
n

∑
j � 1

αi j pour tout i=1,...,na pour imagem par θ. Enfin commeM(λf,e,e’) =

λM(f,e,e’), θ estun homomorphismed’espacevectoriel.θ estdoncbien un isomor-
phisme.Commedeuxespacesvectorielsisomorphesont mêmedimension, on endé-
duit la formulesurla dimensionde # (E,F).
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Proposition Si E estun k-espacevectorieldedimensionn alorson a un isomor-
phismed’anneauxunitairesentre( # (E),+,� ) et ( � k(n),+,.).

Démonstration Soit e unebasedeE. Considéronsà nouveaul’applicationθ pré-
cédemmentdéfinie qui à un endomorphismef associesa représentationmatricielle
M(f,e,e).On vient dedémontrerqueθ estun isomorphismedu groupe( # (E,E),+)sur
le groupe( � k)(n),+).Sif, g sontdesendomorphismesdeE , leségalitésM(f � g,e,e)=
M(f,e,e). M(g,e,e)et

θ 
 Id ���

�����

1 0 ����� 0

0 1
... 0

...
...

.. .
...

0 0 ����� 1

�������
impliquequeθ estaussiun homomorphismed’anneauxunitaires.

Remarquonsque l’isomorphismeθ utilisé dansles deux démonstrationsprécé-
dentesn’est pascanoniquedansle sensoù il n’est fixé que si desbasesde E et F
sontdonnées.

6 Lesmatricescommeapplications linéaires

Définition - Proposition Produit d’une matrice et d’un vecteur SoientE et F
deuxk-espacesvectorielsdedimensionsrespectivesm etn. Choisossonseunebasede

E et e’ unebasedef. Soit f uneapplicationlineairedeE dansF. Soit aussix � m

∑
i � 1

xiei.

Onpeutreprésenterx parle vecteurcolonne

X � 
���� x1
...

xm ' 1

xm

������
Supposonsquelamatricedef danslesbaseseete’ deE s’écriveM(f,e,e’)=(λi j)i � 1 � � � � � n � j � 1 � � � � �m.
Alors le vecteurf(x) dansla basee’ apourcoordonnées(y1,....,yn) où
���� y1

...
yn ' 1

yn

������ �

�����

λ11 λ12 ����� λ1m

λ21
... ����� λ2m

...
...

. . .
...

λn1 λn2 ����� λnm

�������

���� x1

...
xm ' 1

xm

������
Démonstration Unefois encore,il suffit d’écrire.
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Proposition Soit M � � k(m,n) alorsM peutêtrevu, modulola définitionprécé-
dente,commeuneapplicationlinéairedekm danskn.

Démonstration Soit v et v’ deuxvecteurscolonnesde kn. Alors, un petit calcul
donneM(αv+α’v’)=αMv+α’Mv’, cequi prouve la linéaritédeM.

Cettepropositionpermetde redémontrercellessur la structurede ( � k(n,m),+,.)
et de ( � k(n),+,.). On a l’égalité � k(n,m)=# (km,kn). Ce dernier, muni de l’addition
et de la multiplication par un scalairehabituelles,possèdeunestructurede k-espace
vectoriel.D’autrepart,on sesouvientque( # (kn),+,� ) possèdeunestructured’anneau
unitaire.Comme� k(n)=# (kn), il enestdemêmede � k(n).

Terminonspar unedéfinition qui permetde faire la transitionavec le paragraphe
suivant.

Définition SoitM unematricede � k(m,n).Onappellerang de la matrice M le
rangdeM commeapplicationlinéairedekm danskn.

7 Matrices inversibles- Groupelinéaire

Définition Ondira qu’unematriceestinversiblesi elle estinversiblecommeélé-
mentdel’anneau( � k(n),+,.).

Remarquonsqu’enraisondel’isomorphismeprécédemmentétablientre � k(n) et# (E) ( si E estdedimensionn), on a équivalenceentrele fait quef � # (E) estun iso-
morphismeet le fait quela matricereprésentantf dansunebasedeE estinversible.

Définition Le sousensemblede � k(n) desmatricesqui sontinversiblesestap-
pellégroupelinéaireet estnoté ( ln(k).

Remarquonsque ( ln(k) a unestructurede groupecar c’est le sousensembledes
élémentsinversiblesd’un anneauunitaire..

Proposition Soit E un k espacevectorieldedimensionn. Lesgroupes( ln(k) et( l(E) sontisomorphes.

Démonstration C’est une conséquencedirectede l’isomorphismeentre les an-
neaux� k(n) et # (E).

Terminonsparuncritèred’inversibilitédesmatrices.

Proposition Soit M unematricede � k(n). M estinversiblesi et seulementsi M
estderangn.
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Démonstration SupposonsqueM estunematriceinversible.Alors M est inver-
sibleentantqu’élémentdel’anneau( � k(n),+,.).M peutêtrevu commeuneapplica-
tion linéairedéfiniedekn danskn. M étantinversible,elle possèdeunematriceinverse
M ' 1 qui peutêtrevu elle aussicommeuneapplicationde kn danslui même.M est
doncun isomorphismede kn danslui mêmecequi nousassurequeM estde rangn.
RéciproquementSi M estderangn, alorsM entantqu’applicationlinéairedekn dans
kn estun endomorphismederangn. Lesendomorphismesderangn sontles isomor-
phismes,c’està dire lesendomorphismesinversibles.On a alorsbiendémontrénotre
propriété.

8 Changementdebase

Onseposele problèmesuivant:connaissantlescoordonnéesd’un vecteurdansune
basedonnéed’un espacevectorieldedimensionfinie, commenttrouver sescoordon-
néesdansuneautrebasedecetespacevectoriel.

Définition SoientE un k-espacevectorielde dimensionfinie n et soiente et e’
deuxbasesde E. On appellematrice de changementde basede la basee vers la
basee’ la matricedont la ièmecolonneestforméedescoordonnéesdu vecteure’i de
la famille e’ dansla basee. On noteracettematrice:M(e’,e). Cettematrices’appelle
aussimatrice de passagede la baseeà la basee’.

Proposition SoitE unk-espacevectorieldedimensionn.Soienteete’ deuxbases
deE. La matricedechangementdebasedela baseeà la basee’ estinversible.

Démonstration M(e’,e) estla représentationmatricielled’un endomorphismede
E qui envoie la basee sur la basee’. Par conséquentcetendomorphismeestun auto-
morphismeet M(e’,e) estinversible.

La propositionqui vient justifie le vocabulaireutilisédansla définition.

Proposition SoitE unk-espacevectorieldedimensionn.Soienteete’ deuxbases
de E. Soit x un élémentde e de vecteurcoordonnéX=(x1,...,xn) dansla basee et de
vecteurcoordonnéX’=(x’ 1,...,x’n) dansla basee’. Alors si M(e’,e) désignela matrice
depassagedela basee à la basee’: X’=(M(e’,e)) ' 1X.

Démonstration Ona:x=
n

∑
i � 1

xiei=
n

∑
i � 1

x �ie �i. NotonsM(e’,e)=(αi j)i � j � 1 � � � � � n=M. Levec-

teurei s’écritdonc:e’i=
n

∑
i � 1

αi jei. Doncx=
n

∑
j � 1

x � j n

∑
i � 1

αi jei � n

∑
i � 1


 n

∑
j � 1

αi jx � j � ei � . Eniden-

tifiantcettedernièreexpressionaveccelle:x=
n

∑
i � 1

xiei, onobtient	 i � 1 � �)�*� � n xi � n

∑
i � 1

αi jx � j
Soit (x1,...,xn)=M(x’ 1,...,x’n). Ou encore(x’ 1,...,x’n)=M ' 1(x1,...,xn).
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Corollair e Si E est un k-espacevectoriel de dimensionfinie, que e et e’ sont
deuxbasesdeE alorsM(e,e’).M(e’,e)=IdE. Autrementdit, la matricedepassagedela
baseeàla basee’ estinversibled’inversela matricedepassagedela basee’ à la basee.

Démonstration Soit x un vecteurdeE, X le vecteurcolonnereprésentantx dans
la basee et X’ celui le représentantdansla basee’. Alors X’=(M(e’,e)) ' 1X. Mais
X=(M(e,e’) ' 1)X’. Donc X=(M(e,e’)) ' 1(M(e’,e))' 1X. Celaétantvrai pour tout X de
kn, onendéduit(M(e,e’))' 1(M(e’,e))' 1=IdE , soitencoreM(e,e’)M(e’,e)=IdE.

Théorème Formule de changementde baseSoit f uneapplicationlinéaireentre
un espacevectorielE dedimensionm et un espacevectorielF dedimensionn. Soient
v,v’ desbasesdeE, w,w’ desbasesdeF. SoientencoreM(f,v,w) la matricede f dans
lesbasesv deE, w deF et M(f,v’,w’) la matricedef danslesbasesv’ deE, w’ deF.
Alors M(f,v’,w’)=M(w’,w)M(f,v ,w)M(v’,v) ' 1.

Démonstration Soit x un vecteurdeE, X=(x1,...,xm) le vecteurcoordonnéqui re-
présentex dansla basev, X’=(x’ 1,...,x’m) le vecteurcoordonnéqui représentex dans
la basew. Soit y le vecteurde F imagede x par f. y peutêtrereprésentépar le vec-
teur coordonnéY=(y1,...,yn) dansla basew de F et par le vecteurY’=X=(y’ 1,...,y’n)
dansla basew’. La propositionprécédenteamèneles relations:Y’ = (M(w’,w)) ' 1Y
et X’ = (M(v’,v)) ' 1X. De plusY = M(f,w,v)X et Y’ = M(f,w’,v’)X’. Enutilisantcette
deuxièmeégalitéetlesdeuxpremières,onobtient:M(w’,w) ' 1Y = M(f,x’,v’)(M(v’,v)) ' 1X.
Soit encore:M(w’,w) ' 1M(f,w,v)X = M(f,x’,v’)(M(v’,v)) ' 1X. Cetteégalitéest vraie
pour tout X danskn. Donc (M(w’,w) ' 1)M(f,w,v) = M(f,x’,v’)(M(v’,v) ) ' 1. En multi-
pliantàgauchepasM(v’,v): (M(w’,w)) ' 1M(f,w,v)M(v’,v) = M(f,w’,v’).

Définition SoientM etM’ deuxmatricesélémentsde � k(n,m).M etM’ sontdites
équivalentessi il existedeuxmatricesP�+( ln(k) et Q de ( lm(k) telsqueM’=P.M.Q.

Définition SoientM et M’ deuxmatricesélémentsde � k(n). M et M’ sontdites
semblablessi il existeunematricePde ( ln(k) tel queM’=P ' 1.M.Q.

Proposition SoientE etF deuxk-espacesvectorielsdedimensionrespectivem et
n etsoitg uneapplicationlinéairedeE dansF derangr. Alors onpeuttrouverunebase
edeE et f deF tel quela matricedeg danscesbasesoitégaleà la matricedonnéepar:

Ur �

�����������

0 ����� 0

Ir 0 ����� ...

0 ����� ...

0 �����,����� ... ����� ...
... �����,����� ... ����� ...
0 �����,����� 0 ����� 0

� �����������
où Ir estla matriceunitédekr. Réciproquementsi g possèdeunetelle représentation
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matricielledansdesbasesedeE et f deF alorsg estderangr.

Démonstration Commençonspar le sensdirect. E peut être décomposéen la
sommedirecteKer g- E1 où E1 estun sousespacesupplémentaireà Ker g isomorphe
ausousespaceIm g. De mêmeF peutêtredécomposéenla sommeF=F1 - Im g où F1

estun sousespacedeF supplémentaireà Im g. Soit donce=(e1,...,er) unebasedeE1

quel’on complètepar n-r vecteurser . 1,...,en formantunebasede Ker f pour former
unebasee=(e1,...,em) deE . Commeg estderangr, g envoie cettefamille surlesvec-
teursg(e1),...,g(er) qui formentunebasedeIm f. ComplétonscettebasedeIm f pardes
vecteursfr . 1,...,fn deF1 afindeformerunebasef deF. La matricedeF danslesbases
edeE et f deF estexactementcelleannoncée.
Pourla réciproqueil suffit deremarquerquesi g possèdeunetelle représentationma-
tricielle dansdesbasesedeE et f deF alorsl’imagedeg estdedimensionr etsonrang
estdoncégalà r.

Corollair e SoientE etF deuxk espacesvectoriels.Soientg etg’ deuxapplications
linéairesdéfiniesdeE dansG. Ona équivalenceentre:

– Le rangdeg estégalaurangdeg’.
– Les matricesreprésentantg et g’ dansdesbasese de E et f de F’ sontéquiva-

lentes.

Démonstration Supposonspourcommencerqueg et g’ sontde rangégal.Dési-
gnonsparr cerang.D’aprèsla propositionprécédente,il existedesbasese,e’deE et
desbasesf,f ’ deF telsqueM(g,e,f) et M(g’,e’,f ’) soientégalesà la matriceUr men-
tionnéeprécédemment.Si on considèrela matriceM(g’,e,f) deg danslesbasese deE
et f deF, utilisantla formuledechangementdebase,ona:(M(f ’,f)) ' 1M(g’,e,f)M(e’,e)
= M(g’,e’,f ’) = Ur = M(g,e,f). On a alorsbienétablisl’existenced’unebasee deE et
d’unebasef deF tellesquelesmatricesdeg et g’ danscesbasessoientéquivalentes.
Réciproquement,si il existeunebasee deE et unebasef deF tellesquelesmatrices
M(g,e,f)et M(g’,e,f) soientéquivalentes,alorsil existedesmatricesP,Q de ( ln(k) tels
queM(g,e,f)=P.M(g’,e,f).Q

9 Quelquesmatricesparticulièr es

Définition Soit M �/� k(m,n).On supposequeM=(λi j)i � 1 � � � � �m � j � 1 � � � � � n.Onappelle
transposéedela matrice M etonnotetM lamatricede � k(n,m):tM=(λ �i j)i � 1 � � � � � n � j � 1 � � � � �m
tellequeλ �i j � λ ji 	 i=1,...,n,j=1,....,m.

Voici quelquesmatricescarréesparticulièresetqui serontsouventutilisées:

Définition Soit M=(αi j)i � j � 1 � � � � � n �/� k(n). Si αi j=0	 i 0� j alorsM estunematrice
diagonale. Lesélémentsdela diagonalesontappeléslescoefficientsdiagonaux.
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Définition Soit M=(αi j)i � j � 1 � � � � � n �1� k(n). Si αi j=0 	 i 2 j alorsM estdite trian-
gulaire supérieure. Si de plus les coefficientsde la diagonalesontnuls alorsM est
dite triangulair esupérieure strict . On définiraitdemêmelesmatricestriangulair es
inférieur eset lesmatricestriangulair esinférieur esstrictes.

Définition On dit qu’unematriceM de � k(m,n) estdiagonalepar bloc si elle
estdela forme 
�����

M1 0 ����� 0

0 M2
... 0

...
...

. . .
...

0 0 ����� Mk

�������
où lesMi sontdesmatricescarrés.

Remarquonsaussiquele produitdedeuxmatricesdiagonalesestévidentà effec-
tuer. De même,il estplus facilede calculerle produit de deuxmatricestriangulaires
quededeuxmatricesquelconques.Defaçongénérale,il seraplusaisédetravailler avec
desmatricesd’un decesdeuxtypesqu’avecdesmatricesquelconques.Unepartiede
l’algèbrelinéairea pour vocationde déterminerles critèresqui permettentde savoir,
pouruneapplicationlinéairedonnée,si elle peutavoir ou nonuneécriturematricielle
sousforme diagonaleou trigonale.Cettethéories’appellela réductiondesendomor-
phismesetnousla développeronsdansuneprochaineleçon.

Définition SoitM=(αi j)i � j � 1 � � � � � n �3� k(n). Onappelletrace deM etonnotetr(M)
la sommedesélémentsdiagonauxdeM: :

tr 
 M ��� n

∑
i � 1

αii �
10 Opération sur les lignes et les colonnesd’une ma-

trice

Définition SoitM unematricede � k(n,m).NotonsL1,...Ln lesligneset C1,...Cm

lescolonnesdeM. Soit λ � k. Soienti, j ��4 .Onapelle:
– opération élémentaire sur les lignesde M, l’action qui consisteà additionner

la ligne λL j àuneligne Li deM.
– opérationélémentairesur lescolonnesdeM, l’action qui consisteàadditionner

la colonneλCj à unecolonneCi deM.

Voici quelquesmatricesparticulières( Id désignela matriceidentitéede � n(k) :
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Définition Soit (Ei j)i � j � 1 � � � � � n lesmatricesde � n(k) dontlescoefficientssonttous
nulssaufcelui à l’intersectiondela ièmeligne et dela jièmecolonne.(Ei j) formeune
basede � n(k). Soienti,j �5� 1 � �*�)� � n � . Soitλ � k 6 .

– Supposonsquei 0� j. Onappellematrice detransvection, lamatriceTi j(λ)=Id+λEi j.
– On appellematrice de dilatation , la matriceDi(λ) qui estdiagonaleet dont les

coefficientsdiagonauxsonttouségauxà 1 saufle ièmequi vautλ.

Proposition Lesmatricesdetransvectionet lesmatricesdedilatationsontdesma-
tricesinversiblesd’inverserespectivementunematricede transvectionet unematrice
dedilatation.

Démonstration L’inversede la matriceDi(λ) estdonnéepar la matriceDi(λ ' 1).
L’inversede la matriceTi j(λ)=Id+λEi j estdonnéepar la matriceTi j(-λ). (Un simple
calculpermetdes’enconvaincre.

Proposition Soit M un élémentde � n(k). Soienti,j �+� 1 � �)�*� � n � . Soit λ � k 6 . Soit
aussiTi j unematricedetransvectionet Di unematricededilatation.

– La matriceM.Ti j(λ) s’obtient en remplaçantdansM la jième colonneCj par
Cj+λCi.

– La matriceTi j(λ).M s’obtientenremplaçantdansM la ièmeligneLi parLi+λL j.
– La matriceM.Di(λ) s’obtientenremplaçantdansM la ièmecolonneCi parλCi.
– La matriceM.Di(λ) s’obtientenremplaçantdansM la ièmeligne Li parλLi.

Démonstration Il suffit decalculerlesdifférentsproduitsconsidérés.

Théorème Le groupelinéaire ( ln(k) estengendrépar les matricesde dilatation
et lesmatricesdetransvection.( Toutematriceinversibles’écrit commeun produitde
matricedetransvectionet dedilatation).

Démonstration Nousallonsmontrerpar récurrencesur n quetoutesmatricesde( ln(k) s’écrit sousla forme DT1...Tm où D estunematricede dilatationet où les Ti

sontdesmatricesde transvection.Si n=1, lesmatricesdedilatationà ellesseulesen-
gendrent( ln(k). Supposonsquelesmatricesde ( ln ' 1(k) peuventêtremisentsousla
formeDT1...Tm et montronsquecerésultatestencorevrai aurangn. Soit M unema-
trice de ( ln(k). Soit 7 le sousensemblede ( ln(k) composédesmatricesde la forme
MT1...Tm où les TI sont desmatricesde transvection.Si cet ensemblepossèdeune
matricede dilatation D alors le résultatest démontré.Car on auraD=MT1...Tm les
matricesdetransvectionétantinversibled’inverseunematricedetransvection,enmul-
tipliant à droiteparTm

' 1...T1
' 1, on obtient,M=DTm

' 1...T1
' 1 qui estl’écriture deM

voulue.
Montronsdoncque 7 possèdeunematricede dilatation.PosonsM=(αi j)i � j � 1 � � � � � n. Si
la premièreligne deM était nulle, alorsle noyaudeM ( M vuecommeun endomor-
phismede kn ) seraitnon réduit à 0 car l’image du vecteurde coordonnées(1,0,...,0)
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serait0. M ne seraitalorspasde rangn et doncpasinversible.La premièreligne de
M possèdedoncau moinsun coefficient α1 j 0� 0. La matriceM’ obtenueen rempla-
çantà la 1èrecolonneC1 deM par la colonneC1- 1 ' α11

α1 j
Cj où Cj représentela jième

colonnedeM estélémentde 7 carunetelle opérationsurM revient à multiplier M à
gaucheparunematricedetransvection.NotonsM’=( α �i j)i � j � 1 � � � � � n. On a: α �11=1. Ajou-
tons,pourtout j=1,...,n,à la jièmecolonnedeM’, la colonne:8 α1 jC’1 oùC’1 désigne
la 1èrecolonnedeM’. Cesn-1 opérationsreviennentà multiplier M à gaucheparune
transvection.La matriceobtenueaufinaleestencoreun élémentdeA quenousnote-
ronsM”. M” a tout sescoefficientssur la premièreligne nulssaufle premierqui vaut
1. Intéressonsnousmaintenantà la sousmatricecarréeQ deM”=( α � �i j)i � j � 1 � � � � � n deco-
efficientsQ=(α � �i j)i � j � 2 � � � � � n
CommeM” estunematriceinversiblesesvecteurscolonnesformentun systèmelibre
danskn. Il en estalorsde mêmepour les vecteurscolonnesVi i=2,...,nde Q. Cesn-
1 vecteursformentun systèmelibre danskn ' 1. Commece dernierestde dimension
n-1, cesn-1 vecteursformentunebasedekn ' 1. Le vecteurcolonneV decoefficients
(α � �21,....,α � �n1) estalorscombinaisonlinéairedecesn-1 vecteurs.Il existedoncdessca-

lairesa2,...,an tel queV=
n

∑
i � 2

aiVi. A la premièrecolonnede M” et pour tout j=2,...,n,

ajoutonsla jième colonnede M” multipliée par -aj. On obtient alors une nouvelle
matriceN qui a pourpremièrecolonnele vecteurde coordonnées(1,0,...,0)( et pour
premièreligne(1,0,...,0)):

N � 
���� 1 0 ����� 0
0
... P
0

������
Cettenouvelle matriceest elle aussiobtenueà partie de M par multiplication à

gauchepardestransvections.N estdoncencoreélémentde 7 .
PosonsN=(βi j)i � j � 1 � � � � � n. Cescoefficientsvérifientβ1i=0 et βi1=0 pour i=2,...,n,β11=1.
SoitP=(βi j)i � j � 2 � � � � � n. CommeN estinversible,il enestdemêmedePqui estparconsé-
quentélémentde ( ln ' 1(k). Appliquonsl’hypothèsederécurrenceà P, P=D’T’1...T’m
où D estunematricededilatationet où lesmatricesTi sontdesmatricesdetransvec-
tionsélémentsde ( ln ' 1(k). Soit D la matricediagonaledont la diagonaleestformée
du coefficient 1 puis descoefficientsde la diagonalede D’. D estunedilatation de( ln ' 1(k). Soit, pour tout i=1,...,m,Ti la matricediagonalepar bloc dont le premier
blocestla matrice1 � 1 d’uniquecoefficient1 et le secondbloc la matriceT’ i:

Ti �:9 1 0
0 T �i ;

LesmatricesTi sontdestransvections.De plusN=DT1...Tm. DoncD=NTm
' 1...T1

' 1.
CommeN estélémentdeN, il enestdemêmedeD etc’estprécisémentcequ’il fallait
démontrer.


