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Etude de I'espacevectoriel k" -
Matrices

1 Intr oduction

L'attitude du mathématicierfacea un problémeestsouventd’essayéde déplacer
le champdexicale danslequelesténoncéce problemepour un autredanslequelil se
démontrerglusaisément.

Considérongar exemplele problemeconsistanta rechercheles zérosd'une fonc-
tion définiede RdansR . Ce problémepeutserésoudrepar les moyensalgebriques
habituelsde résolutiondeséquationsMais cetteméthoden’estmalheureusemenas
toujoursassuréadu succesAussi faudrat'il peutétre tenterd’autresapprochesOn
pourraparexempletransformete probléemequi consistea résoudref(x)=0 enceluide
trouver le point fixe de g(x)=f(x)+x. On passeralorsdu champdexicale de I'algébre
a celui de 'analyseet dessuitesréelles.On mettraainsi les outils de I'analysea la
dispositiond’'un problémealgébrique.

Certainespropriétésqui au départsontdespurs produitsd’une théoriedonnéen’ont
put étredémontréegjue dansle cadred’une autrethéorie.Nouspensongarexemple
au théoremefondamentalade I'algebre qui ne possedeaucunedémonstratiorqui ne
recourtal’analyse.

Parlonsaussidu grandthéorémede Fermat.Une desraisonsdu fait qu'il arésistéaux
assautslesplus grandsmathématiciensle cesdernierssiéclesesttrés certainement
gueles mathématiques’étaientpar prétejusqu’aencorerécemmené I'’énoncerdans
unlanguageyui permettesadémonstrationll afallu élaborerentreautre,la géométrie
algébriqueet déwelopperles théoriessur les courbesmodulaireset les courbesellip-
tiquespourpouvoir le démontrer

C’estd’ailleursle ( seul?) méritede cethéorémequed’avoir serviala créationd’'une
nouwelle branchedesmathématiques.

Tout celapourinsistersurl'importancede multiplier lesreprésentationgour un objet
mathématiquelonné.L’'écriture matricielle consistgustementen une autrereprésen-
tationdesapplicationdinéaires,applicationdontl'importancea déjaétéjustifiéedans
le chapitreprécédent.

Danstout ce chapitrek désigneun corps.Nouscommenceronpar une étudede
I'ensemblek™ qui estun k-espacevectorielde dimensiomn.

2 Etude del'espacevectoriel k"

Voici un exempleala fois simpleetfondamentat’espacevectoriel:la multiplica-
tion dansle corpsk peutétrevue commeuneloi externesur kxk dansk. L'addition
dansk estuneloi interne .k muni de cesdeuxlois estun k-espacevectoriel:
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Proposition Soitk un corps.Uneloi interneestdéfiniesurk parl'addition dek.
On peutvoir la multiplication surk commeuneloi externede kxk dansk. k munide
cesdeuxlois estun k-espacevectorieldedimensionl.

Démonstration On vérifie sangprobléemedesaxiomesdéfinissantin espacevecto-
riel. De plussi on considérd’élémentl dek. Alors tout élémentx dek s’écritx=x.1.
L'élémentl engendreé surlui méme.Unefamille constituéead’'un uniqueélémeninon
nul estlibre. {1} définit doncunebasedek. k estalorsbiende dimensionl sur lui
méme.

Rappelonguek" estl’ensembledesn-uplets(ay,....an) oua; parcourtk. Nousal-
lonsdéfiniruneadditionetuneloi externesurk" etainsienfaire unk-espacevectoriel
de dimensionn. L'intérét d'une telle constructiorestjustifiée parla proposition:Si n
estun entierpositif, tout les k-espacesectorielsde dimensionn sontisomorphesPar
conséquentputk-espacevectorielde dimensiomn estisomorphea k". k" nousservira
doncd’espacevectorielde dimensionn canonique.

Soient(X1,...,%) et(y1,...,yn) deuxélémentglek". SoitA unscalairedek. On défi-
nit I'addition par: (X1,...,%) + (Y1,...,.¥n) = (X1+Y1,...,%+Yn) €tla multiplication parun
scalairepar: A(X1,...,%)=(A.X1,... A.Xn). Alors:

Proposition k" munidecesdeuxlois aunestructuredek espacevectoriel.

Démonstration Exercice!.

Définition - PropositionConsidéronpourtouti=1,...,nle vecteurg=(0,0,...,0,1,0,..0)
dek". Cevecteuratoutessescoordonnéesullessaufla iemequi vaut 1. La suitede

vecteurge )i—1,... n €stunebasedek" appelééasecanoniquedek".

Démonstration Considéronain élémentx=(xy,...,%,) de k". Il estfacile de voir

que
n
X= leia.
i=

La famille (&)i=1,..n estdoncgénératriceDe plus si (Ai)i=1,....n estunefamille den
n
scalaireslek, I'égalité Zl)\ia = 0donne(A1,...An)=0. SoitVi=1,...,n,A;=0. Lafamille
i

(&)i=1,..n estdonclibreietgénératricedansk“. C’estbienunebasedek”.
Un corollaireimmédiat:
Corollaire L'espacevectorielk estdedimensionn surk.

Proposition fondamentaleSi E estun k-espacevectorielde dimensionn alorskE
estisomorphea k". De plussi on sefixe unebase(V;)i—1,... » dansk, cetisomorphisme
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peutétredonnépar 'application qui a un vecteurde E associde n-upletde sescoor
données.

Démonstration Soitf I'application définiedansla propriété f estbienuneappli-
cationde E dansk". On vérifie sansproblémequef estlinéaire.Soit x dansk tel que
f(x)=0. Alors les coordonnéesle x dansla base(vi)i—1,...n sonttoutesnulles et par
conséquenk estle vecteurnul de E. Le noyau de f seréduitdonca {0}. f estalors
injective. Mais commeE etk" ont mémedimensionf estunisomorphismele E dans
kn.

3 Matrices

Lesespacesectorielsconsidéréslanscettepartiesonttousde dimensiorfinie sur
uncorpsk donné.
Rappelongjuela connaissancd’une applicationlinéaire ® surun espacerectorielE
estdéterminégparlesvaleursqu’elle prendsurunebasede E. Ainsi si (g)i=1,...,m est
m

une basede E, et si pour tout i=1,...,m, 0(g) estconnue,alorssi x = le;a estun
i=

vecteurde E, 6(x) estdonnépar:

m

6(x) = _Zixie(a).

NommonsF I'espacevectorield’arrivéede I'application linéaire 8. Supposonsgjue F
estde dimensionn. On peutchoisirunebase(fi)i—1,...n deF. Il existe descoeficients
Aij pouri=1,...,metj=1,...,ntelsquepourtouti=1,...,m,

n
p=1

On peututiliser pourreprésente® le tableaua n ligneset m colonnessuivant, dontla
iemecolonneestdonnéeparlescoordonnéedu vecteurd(g) dansla base(e)i—1,... n.

A1 A2 - Am
A Ao1 Aom
>\n1 >\2n T )\nm

Définition SoitE unk-espacevectorieldedimensiorm et F unk-espacevectoriel
dedimensionn. Soiente=(g)i—1,..m unebasede E et f=(f;)i—1,...n unebasedeF. Soit
aussi® uneapplicationlinéairede E dansF. Pourtouti=1,...,m,il existen scalaires\;;
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n
i=1,...,ndek vérifiant6(e;j) = Z Aij fj. Onapellematrice de 6 danslesbasese de E
=1
etf deF le tableaunotéM(8,e,f) an lignesetm colonnesconstituédesscalaires\;j de
k:

A1 A2 -+ Aim
M(67e7f) — )\21 ces )\Zm
)\nl >\n2 T )\nm

On dira aussique M(6,e,f) estla représentationmatricielle de 8 dansles bases
e etf de E et F. On pourranoter cettematrice sousla forme condenséeM(8,e,f) =
()\IJ)|=177n j=17'"7m'
L'ensembledesmatricesan lignesetm colonnessurle corpsk estnoté M (n,m).

Remarquongjue dansla définition précédentd estécritla représentatiomatri-
cielle del'application g et non pasune représentatiomatricielle.La propositionqui
suitjustifie ce pointlexicale:

Proposition SoientE et F deuxk-espacewectoriels.On supposeque E estde
dimensionm et que F estde dimensionn. Soit e unebasede E et f une basede F.
Soit aussig uneapplicationlinéairede E dansF. g possedeineuniquereprésentation
matricielleM(g,e,f).

Démonstration C’estuneconséquencdirectedel'unicité del'écriture d’'un vec-
teurdansunebasedel’espaceauquelil appartient.

4 Structur e desensemblesie matrices

Commengongar étendrel’addition desapplicationdinéairesa celle de leur ma-
tricesrespectiesdansdesbasesionnées.

Définition Soit k un corpset M,M’ deux matricesde M (n,m). On poseM =
(Aiji=1,...,n j=1,..m TM" = (}\i,j)i=l7m’nj=]_’m’m. Soit aussia €k. On définit uneloi in-
terne+ (addition)etuneloi externe.(multiplication par un scalaire)sur M (n,m) par:
M+M'=(Aij + Mj)i:l,.i.,n j=1,..m €to.M=(Q.Ajj)i=1,.nj=1,..m:

Définition La matrice nulle de M (n,m) estla matricedonttout les coeficients
sontnuls.C’estle neutredel’addition matricielle.

Proposition M (n,m) muni de I'addition et de la multiplication par un scalaire
précédemmenrtdéfiniesa unestructurede k-espacevectoriel.
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Démonstration Onvérifie sangroblémdesaxiomesdéfinissantink-espacerec-
toriel.

Plusprécisémment:

Proposition M(n,m) estun k-espacevectorielde dimensionmxn. La famille
donnéeparles mxn matricesM;; dontles coeficientssontnuls partoutsaufle coefi-
cientsetrouvanta l'intersectionde la iemeligne et de la jieme colonneet qui vaut 1
estunebasede M (n,m) quel'on appellebasecanoniquede M (n,m).

Démonstration Démontrongjuela famille préecédentestlibre. SoitA;j i=1,...,n,
n m

j=1,...,munefamilledemnscalairesiek telle que Zl ZM”:O. Le membredegauche
i=1is

decetteegalitéestégaleala matrice(Aij)i=1,...n j—1,...k Qui, toujoursd’apréscetteéga-
lit¢ estégalea la matricenulle. Cecin’estpossiblequesi les Ajj; sontnuls pour tout
i=1,...,netj=1,...,m.La famille donnéeparles mn matricesM;; estdonclibre.

nm
Elle estclairemenigénératricearsi M=(Aj)i=1,...n j=1,...k alorsM= Zi zl)\ij M;j.
i=1i=

Définition - Proposition SoientE et F deuxk-espacesectoriels.On supposeajue
E estdedimensionm et queF estde dimensionn. Soit e unebasede E etf unebase
deF. Soitaussif et 3 deuxapplicationdinéairesdéfiniesde E dansF. A cesdeuxap-
plicationslinéaires,on fait correspondréeursreprésentationsatriciellesrespecties:
M(6,e,f) et M(B,e,f). Alors M(0,e,f)+M(8,e,H=M(OB+p,e,f) etr.M(B,e,f)=M(r.3,e,f).

Démonstration Il suffit d’écrire...

Considérongnaintenantrois k-espacewvectorielsg, F et G de dimensionsres-
pectvesm, n et p. Considéronsaussiune applicationlinéairef de E dansF et une
applicationlinéaireg deF dansG. Rappelongjuela fonctionh=gof estuneapplication
linéairede E dansG. Si on sedonnedesbasesx deE, y deF etz de G, on aurrales
représentationmatriciellesM(f,x.y)=(Ai)i1,..n j=1,...n M(@.¥.2)=0ii1,..p j-1....n
etM(gof,X,2)=(0lij)i-1,...p j=1,..,m- Quelrapportexistet'il entrelescoeficientsdecha-
cunede cesmatrices?

Soit1<s<m et xs unvecteurdela basex deE. Alors:

f(xs) = ii)\is)’i-

Demémesi 1<t<netsiy; estunvecteurdela basey deF,

©

a) =) Bitz;.
=1

Onobtient:

go f(x) = g(,_ﬁimsyi)
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= ii)\isg(yi) = ii)\isjzplﬁjizj = iijzpl)\is-ﬁjizj = jzpl(i_iﬁji.)\is)zj

e

= ajsZj.
=1

n
ajs= ) Biji-Ais-
2

Conclusion:

On aboutitdonca la définition:

Définition  SoitMe M (p,n) etsoit Ne M (n,m)telsqueM=(aii)i=1,...,p,j=1,...n
etN=(Bji)j=1,...,n|=1,...m- Onapelleproduit desdeux matricesM etN la matricenotée
M.N ou MN=(Yij)i=1,...,p,j=1,...m €lémentde M (p,m)telle que

n
Vij =) aiBij.
=1

Proposition SoientE, F et G trois k-espaces/ectorielsde dimensionrespec-
tive m,n et p. Soit f une applicationlinéaire définie de E dansF et g une applica-
tion linéaire définie de F dansG. On se fixe desbasesa, B, y de E, F et G. Alors

M(geof,a,y)=M(g,B.y). M(f, a,B).

Démonstration C’estuneconséquencienmeédiatede la définitiondu produitma-
triciel.

Remarquonsavantd’aller plusloin quepourdeuxmatricesA etB, le produitA.B
n’a un sensquesi le nombrede colonnesde A estégalaunombrede lignesde B. On
ne peutdoncdéfinir unemultiplication sur M (n,m) quesi n=m, c’esta dire quesi le
nombredeligne desmatricesde 2 (n,m) estégalaleur nombrede colonnes.

Définition Si unematricea autantde ligne quede colonnespn dit quec’estune
matrice carrée. Le nombredeligne (oudecolonnes d’'unematricecarréesstappelée
sonordr e.On noteraM ¢(n) I'ensembledesmatricescarrésd’ordre n et a coeficients
dansk.

Comptetenudela remarqueprécédentedesmatricescarréesle mémeordresont
multipliablesentreelles.Intéressonsousa unematricecarréeparticuliere:
Définition La matriceunité de M (n) estla matrice:
1 0 --- O
1
Mgef) =| O °
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On vérifie facilementque cette matrice estI’élément neutrede la multiplication
matricielledans? (n). Ajoutonsla proposition:

Définition Soit E un k-espacerectorielde dimensionn et soit e unebasede E.
Rappelongjuel’applicationidentiqueld sur E estl'applicationqui a un élémentx de
E associdui méme.La matriceM(ld,e,e)estégaleala matriceunité.

Démonstration Il sufiit deremarqueguepourtoutvecteurg i=1,...,ndela basee
deE, Id(e)=8g.

On peutenfinénoncela propriété:

Proposition % (n) munidel'addition etdela multiplicationdesmatricesprécé-
demmentéfinisaunestructured’anneawnitaire.

Démonstration C’esttrésfacile a vérifier. L'unité de cet anneauestla matrice
unité.

Cetanneaw’estdefacongénérapascommutatif.( Voir I'article “Constructionde
matriceséellesvérifiant AB=-BA”".

5 My(n,m)et L(E,F)

Proposition SoitE etF deuxk-espacesectorielsdedimensiorrespectiem etn.
Alors onaunisomorphismel’espacevectorielentre( L(E,F),+,.)et (M k(n,m),+,.).En
particulierdim L(E,F)=m.n

Démonstration Choisissonsinebasee=(g,...,&,) deE etunebasee’=(e'y,...,e71)
de F. Considérond'application® : L(E,F)— M (m,n) qui a une applicationlinéaire
f définiede E dansF associesareprésentatiomatricielledansles bases deE ete’
deF: M(f,e,e’). Cetteapplicationestunhomomorphismelu groupe( L(E,F),+)dansle
groupe(M(m,n),+)carsif etg sontélémentse L(E,F) alorsM(f,e,e’)+M(g,e,e’)=
M(f+g,e,e’).Deplus,b estinjective: si 8(f)=0 ou 0 désignda matricenullede M (m,n)
alorscelaimpliqguequef(e))=0V i=1,...,m.f étantnulle surunebasedeE, elle estnulle
surE. f estsurjectve: si M=(aijj)i,j—1,...n € Mk(n) alorsl'application linéaire définie

n
parf(ei):z jj pourtouti=1,...,na pourimagem par 6. Enfin commeM(Af,e,e’) =
=1

AM(f,e,e’), B estun homomorphismel’espacevectoriel.® estdonchbien un isomokr
phisme.Commedeuxespacesectorielsisomorphent mémedimension, on endé-
duit la formule surla dimensionde L(E,F).
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Proposition Si E estun k-espacerectorielde dimensionn alorson a unisomor
phismed’anneauxunitairesentre(L(E),+,0) et (M (n),+,.).

Démonstration Soit e unebasede E. Considérons nouveaul’application 6 pré-
cédemmentéfinie qui a un endomorphismé associesa représentatiormatricielle
M(f,e,e).On vientde démontrerque® estunisomorphismealu groupe(L(E,E),+) sur
le groupe(M)(n),+).Sif, g sontdesendomorphismede E , les égalitésM(fog,e,e)=
M(f,e,e). M(g,e,e)et

10 0
atay—| © 1 0
00 - 1

implique queb estaussiun homomorphismel’anneauxunitaires.

Remarquongyue I'isomorphisme@ utilisé dansles deux démonstrationprécé-
dentesn’est pas canoniquedansle sensou il n'est fixé que si desbasesde E et F
sontdonnées.

6 Lesmatricescommeapplicationslinéaires

Définition - Proposition Produit d’'une matrice et d’un vecteur SoientE et F

deuxk-espacesectorielsdedimensiongespectresm etn. Choisossone unebasede
m

E ete’ unebasedef. Soitf uneapplicationlineairede E dansF. Soitaussix = leia .
i=

On peutreprésentex parle vecteurcolonne

Supposonguelamatricedef dandesbasesete’ deE s'écriveM(f,e,e")=(Aij)i=1,...n j=1,...m-
Alors le vecteurf(x) dansla basee’ apourcoordonnéesgys,....,yn) ou

Vi A1 Az -+ Amm X1
_ | A D Aom
Yn-1 Xm-1
Yn )\nl )\n2 )\nm Xm

Démonstration Unefois encorejl suffit d’écrire.
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Proposition SoitMe M (m,n) alorsM peutétrevu, modulola définition précé-
dente commeuneapplicationlinéairede k™ dansk™.

Démonstration Soitv etv' deuxvecteurscolonnesde k". Alors, un petit calcul
donneM(av+a'v)=aMv+a’Mv’, cequiprouwelalinéaritéde M.

Cettepropositionpermetde redémontrecellessur la structurede (4 (n,m),+,.)
etde (Mk(n),+,.). On al'égalité M (n,m)=L(k™k"). Ce dernier muni de I'addition
et de la multiplication par un scalairehabituelles possédaine structurede k-espace
vectoriel.D’autre part,on sesouvientque (L(k"),+,0) possedeinestructured’anneau
unitaire.CommeM (n)=L(k"), il enestdemémede M (n).

Terminonspar une définition qui permetde faire la transitionavec le paragraphe
suivant.

Définition SoitM unematricede M (m,n).On appellerang de la matrice M le
rangdeM commeapplicationlinéairede k™ dansk™.

7 Matrices inversibles- Groupelinéaire

Définition Ondiraqu’unematriceestinversible si elle estinversiblecommeélé-
mentdel'anneau(M(n),+,.).

Remarquongu’enraisonde'isomorphismeprécédemmendtablientre M (n) et
L(E) ( si E estdedimensionn), on a équivalenceentrele fait quefe L(E) estuniso-
morphismeetle fait quela matricereprésentarftdansunebasede E estinversible.

Définition Le sousensemblale 9/ (n) desmatricesqui sontinversiblesestap-
pellégroupelinéaire et estnoté Gln(Kk).

Remarquongjue Gln(K) a unestructurede groupecar c’estle sousensembleles
élémentsnversiblesd’un anneawnitaire..

Proposition Soit E un k espacevectorielde dimensionn. Les groupesgln(k) et
GI(E) sontisomorphes.

Démonstration C’est une conséquenceirecte de Iisomorphismeentreles an-
neauxM(n) et L(E).

Terminonsparun critéred’inversibilité desmatrices.

Proposition SoitM unematricede M(n). M estinversiblesi et seulemensi M
estderangn.
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Démonstration Supposongjue M estune matriceinversible.Alors M estinver-
sibleentantqu’élémentdel'anneau(M(n),+,.).M peutétrevu commeuneapplica-
tion linéairedéfiniede k" dansk". M étantinversible elle possedeinematriceinverse
M~1 qui peutétrevu elle aussicommeune applicationde k" danslui méme.M est
doncunisomorphismede k" danslui mémece qui nousassureque M estderangn.
Réciproquemensi M estderangn, alorsM entantqu’applicationlinéairedek" dans
k" estun endomorphismele rangn. Les endomorphismede rangn sontlesisomokr
phismesc’esta dire lesendomorphismegversibles.On a alorsbien démontrénotre
propriété.

8 Changementdebase

Onseposele probléemesuivant;connaissariescoordonnéed’un vecteurdansune
basedonnéed’un espacerectorielde dimensionfinie, commenttrouver sescoordon-
néesdansuneautrebasede cetespacevectoriel.

Définition SoientE un k-espacevectorielde dimensionfinie n et soiente et e’
deuxbasede E. On appellematrice de changementde basede la basee vers la
basee’ la matricedontla iemecolonneestforméedescoordonnéeslu vecteure’; de
la famille e’ dansla basee. On noteracettematrice:M(e’,e). Cettematrices’appelle
aussimatrice de passagede la basee a la basee'.

Proposition SoitE unk-espaceectorieldedimensiom. Soiente ete’ deuxbases
deE. La matricedechangementde basedela basee ala basee’ estinversible.

Démonstration M(e’,e) estla représentatiomatricielled’un endomorphismele
E qui ervoie la basee surla basee’. Par conséquentetendomorphismestun auto-
morphismest M(e’,e) estinversible.

La propositionqui vientjustifie le vocahulaire utilisé dansla définition.

Proposition SoitE unk-espaceectorieldedimensiom. Soiente ete’ deuxbases
de E. Soit x un élémentde e de vecteurcoordonnéX=(xz,...,%,) dansla basee et de
vecteurcoordonnéX'=(x’ 1,...,X’n) dansla basee’. Alors si M(e’,e) désignda matrice
depassagelela basee ala basee’: X'=(M(e’,e)) ~1X.

n n

Démonstration Ona:x= zixia:zix{e{. NotonsM(e’,e)=(aiij)i j=1,..n=M. Le vec-
i= i=

n n n n n
teurg s’écritdonc:e'izziaija. Doncx:Z Xi Zaija = 21( aijX j)& =. Eniden-
i= =1 0= =1j=1

|
n

n
tifiant cettedernieresxpressioraveccelle:x= Z)Qa ,onobtientvi=1,...nx = Zaijx’j
i= i=

Soit (X1,....%)=M(X" 1,...,Xn). Ouencore(X’ 1,...,X'n)=M~1(x1,....%).
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Corollaire Si E estun k-espacevectoriel de dimensionfinie, que e et e’ sont
deuxbasegle E alorsM(e,e").M(e’,e)=Ict. Autrementdit, la matricede passagelela
bases alabasee’ estinversibled’inversda matricedepassagéela bases’ alabasee.

Démonstration Soit x un vecteurde E, X le vecteurcolonnereprésentart dans
la basee et X’ celui le représentantiansla basee’. Alors X'=(M(e’,e)) ~1X. Mais
X=(M(e,e’)"H)X. Donc X=(M(e,e"))~1(M(e’,e))"1X. Celaétantvrai pourtout X de
k", onendéduit(M(e,e’))"1(M(e’,e))"1=Idg, soitencoreM(e,e’)M(e’,e)=Ick.

Théoréme Formule de changementde baseSoit f uneapplicationlinéaireentre
un espacevectorielE dedimensionm etun espacevectorielF de dimensionn. Soient
v,v' desbasede E, w,w' desbasegle F. SoientencoreM(f,v,w) la matricedef dans
lesbasess deE, w deF etM(f,v',w") la matricedef danslesbases/’ deE,w’ deF.
Alors M(f,v',w)=MW' , w)M(f,v ,w)M(v’,v)~L.

Démonstration Soitx unvecteurde E, X=(X1,...,Xn) le vecteurcoordonnéui re-
présentex dansla basev, X’=(X' 1,...,X'm) le vecteurcoordonnéyui représents dans
la basew. Soity le vecteurde F imagede x parf. y peutétrereprésentéarle vec-
teur coordonnéY=(ys,...,yn) dansla basew de F et parle vecteurY'=X=(y’ 1,...,¥'n)
dansla basew’. La propositionprécédentameéneles relations:Y’ = (M(w’,w)) ~1Y
etX’ = (M(v',v)) ~1X. DeplusY = M(fw,v)X etY’ = M(f,w’,v')X'. Enutilisantcette
deuxiémeégalitéetlesdeuxpremiérespnobtient:M(w’,w) 1Y = M(f,x’,v)(M(V’,v)) ~1X.
Soit encore:M(W’,w) “*M(f,w,v)X = M(f,x',V')(M(v',v)) ~X. Cetteégalitéestvraie
pour tout X dansk”". Donc (M(W’,w) ~HM(f,w,v) = M(f,x',v))(M(v',v) )~1. En multi-
pliantagauchepasM(v',v): (M(W',w)) ~IM(f,w,v)M(V’,v) = M(f,w',v").

Définition SoientM etM’ deuxmatricetlémentsle M (n,m).M etM’ sontdites
équivalentessi il existedeuxmatricesPe Gln(k) etQ de Glm(K) telsqueM'=P.M.Q.

Définition SoientM etM’ deuxmatricesélémentsgde M (n). M etM’ sontdites
semblablessiil existeunematriceP de Gln(k) tel queM’=P~1.M.Q.

Proposition SoientE et F deuxk-espacesectorielsdedimensiorrespectie m et
n etsoitg uneapplicationlinéairede E dansF derangr. Alors on peuttrouverunebase
edeE etf deF tel quela matricede g danscesbasesoit égaleala matricedonnéepar:

0 --- 0
Ir O
Ur: O
0

ou |, estla matriceunité dek". Réciproquementgi g possedeinetelle représentation
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matricielledansdesbase® deE etf deF alorsg estderangr.

Démonstration Commencgongar le sensdirect. E peut étre décomposéen la
sommedirecteKer gbE; ou E; estun sousespacesupplémentaira Ker g isomorphe
ausousespacdm g. De mémeF peutétredécomposé&nla sommeF=F&lm g ou Fy
estun sousespaceale F supplémentair@ Im g. Soitdonce=(g,...,8) unebasede E;
quel’on complétepar n-r vecteurse;y 1,...,6 formantune basede Ker f pour former
unebasee=(g,...,6n) deE. Commeg estderangr, g ervoie cettefamille surlesvec-
teursg(er),...,g(g) quiformentunebasedelm f. Complétonsettebasedelm f pardes
vecteurd,1,....f; deF; afindeformerunebasef deF. La matricede F danslesbases
edeE etf deF estexactementelleannoncée.

Pourla réciproquel suffit deremarquequesi g possédeinetelle représentatioma-
tricielle dansdesbases deE etf deF alorsl'image deg estdedimensiorr etsonrang
estdoncégalar.

Corollaire SoientE etF deuxk espacesectorielsSoientgetg’ deuxapplications
linéairesdéfiniesde E dansG. On a équivalenceentre:
— Lerangdeg estégalaurangdeg’.
— Lesmatricesreprésentang et g’ dansdesbases deE etf deF’ sontéquiva-
lentes.

Démonstration Supposongourcommencequeg etg’ sontderangégal.Dési-
gnonsparr cerang.D’aprésla propositionprécédentei] existedesbases,e’deE et
desbased,f’ deF telsqueM(g,e,f) etM(g',e’,f’) soientégalesala matriceU, men-
tionnéeprécédemmenti on considérda matriceM(g’,e,f) deg danslesbases deE
etf deF, utilisantla formuledechangemendebasepna:(M(f’,f)) ~M(g’,e,HM(e’,e)
=M(g',e’,f") =U; = M(g,e,f). On aalorsbien établisl'existenced’'une basee de E et
d'unebasef deF tellesquelesmatricesdeg etg’ danscesbasesoientéquivalentes.
Réciproquementsi il existeunebasee de E etunebasef deF tellesqueles matrices
M(g,e,f) et M(g’,e,f) soientéquivalentesalorsil existe desmatricesP,Q de Gln(K) tels
queM(g,e,f)=PM(g’,e,N.Q

9 Quelquesmatrices particulier es

Définition SoitMe M (m,n). On supposeueM=(Ajj)i=1,...m j=1,..n.-Onappelle
transposéedela matrice M etonnote'M la matricedeMk(n,m):‘M:()\i’j)izl,m,n,j:l,_u,m
tellequelj; = Ajivi=1,...,nj=1,...,m.

Voici quelquesnatricescarréesarticuliereset qui serontsouentutilisées:

Définition Soit M=(a(j)i,j=1,....n € Mk(n). Si ajj=0Vi#j alorsM estunematrice
diagonale Lesélémentglela diagonalesontappelédescoefficientsdiagonaux
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Définition  Soit M=(a(j)i j=1,...n € Mk(n). Si ;=0 Vi>j alorsM estdite trian-
gulaire supérieure. Si de plus les coeficientsde la diagonalesontnuls alorsM est
dite triangulair e supérieure strict. On définiraitde mémeles matricestriangulair es
inférieur esetlesmatricestriangulair esinférieur esstrictes.

Définition Ondit gu’'unematriceM de M (m,n) estdiagonale par bloc si elle
estdela forme

Mi O --- O
0 M, : 0
0 0 - Mg

oullesM; sontdesmatricescarrés.

Remarquonsussiquele produitde deuxmatricesdiagonalesstévidenta effec-
tuer De méme,il estplusfacile de calculerle produitde deuxmatricestriangulaires
quededeuxmatricequelconquedDefacongénéraleil seraplusaisédetravailler avec
desmatricesd’'un de cesdeuxtypesqu’avec desmatricesquelconquesUne partiede
I'algébrelinéairea pour vocationde détermineiles criteresqui permettende savoir,
pouruneapplicationlinéairedonnéesi elle peutavoir ou nonuneécriturematricielle
sousforme diagonaleou trigonale.Cettethéories’appellela réductiondesendomor
phismesetnousla déwelopperonsiansuneprochaindecon.

Définition SoitM=(aijj)i,j=1,...n € M(n). Onappelletrace deM etonnotetr(M)
la sommedesélémentgdiagonauxdeM: :

tr(M) = _ian .

10 Opération sur leslignes et les colonnesd’'une ma-
trice

Définition SoitM unematricede M (n,m).NotonsL,...L, leslignesetCy,...Gy,
lescolonnesde M. SoitA €k. Soienti, jeN.Onapelle:

— opération élémentaire sur leslignes de M, I'action qui consistea additionner
laligneALj aunelignel; deM.

— opération élémentairesur lescolonnesdeM, I'action qui consisteéaadditionner
la colonneACj aunecolonneC; de M.

Voici quelquesnatricesparticuliereq Id désignda matriceidentitéede M (k) :
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Définition Soit (Eij)i,j=1,...n lesmatricesde M n(k) dontlescoeficientssonttous
nulssaufcelui alintersectionde la iemeligne etdela jieme colonne.(Ejj) formeune
basede M (k). Soienti,je {1,...,n}. SoitA €k*.

— Supposonguei#j. Onappellematrice detransvection, lamatriceT;j(A)=Id+AE;;.

— Onappellematrice de dilatation, la matriceD;(A) qui estdiagonalest dontles

coeficientsdiagonauxsonttouségauxa 1 saufle iemequi vautA.

Proposition Lesmatricesdetrans\ectionetlesmatricesdedilatationsontdesma-
tricesinversiblesd’inverserespectiementune matricede trans\ectionet une matrice
dedilatation.

Démonstration L'inversede la matriceDj(\) estdonnéepar la matriceDj(A~1).
L'inversede la matriceT;j(A)=Id+AE;; estdonnéeparla matriceT;j(-A). (Un simple
calculpermetdes’encorvaincre.

Proposition SoitM un élémentde M (k). Soienti,je {1,...,n}. SoitA €k*. Soit
aussiTj; unematricedetrans\ectionet D; unematricede dilatation.
— La matriceM.T;jj(A) s’obtienten remplacandansM la jieme colonneC; par
Cj+AC;.
— LamatriceTjj(A).M s’obtientenremplagantansM laiemeligneL; parL;+AL;.
— La matriceM.D;(A) s’obtientenremplacantiansM la iemecolonneC; parAC;.
— La matriceM.Dj(A) s’obtientenremplacantiansM la iemeligneL; parAL;.

Démonstration Il sufiit decalculerlesdifférentsproduitsconsidérés.

Théoreme Le groupelinéaire Gly(k) estengendréar les matricesde dilatation
etlesmatricesde trans\ection.( Toutematriceinversibles’écrit commeun produitde
matricedetrans\ectionet dedilatation).

Démonstration Nousallonsmontrerpar récurrencesur n quetoutesmatricesde
Gln(K) s’écrit sousla forme DT;...Tym ou D estune matricede dilatationetou les T;
sontdesmatricesde trans\ection.Si n=1, les matricesde dilatationa ellesseulesen-
gendrentGln (k). Supposonsgjueles matricesde Gln—1(k) peuventétremisentsousla
formeDT;... Ty et montronsquece résultatestencorevrai aurangn. SoitM unema-
trice de Gln(Kk). Soit 4 le sousensemblale Gl,(k) composé&lesmatricesde la forme
MT1...Tiy ou les T) sontdesmatricesde transwection. Si cet ensemblepossédaine
matricede dilatation D alors le résultatestdémontré.Car on auraD=MT;...Ty, les
matricesdetrans\ectionétantinversibled’inverseunematricedetranswection,enmul-
tipliant & droite par Ty~ L...T; =%, on obtient, M=DT,~1...T; =1 qui estl'écriture de M
voulue.

Montronsdoncque 4 possedeine matricede dilatation. PosonsM=(a(jj)i j=1,...n. Si
la premiereligne de M étaitnulle, alorsle noyaude M ( M vue commeun endomof
phismede k" ) seraitnonréduita 0 carl'image du vecteurde coordonnéesl,0,...,0)
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serait0. M ne seraitalorspasde rangn et doncpasinversible.La premiéreligne de
M possédaloncau moinsun coeficient ayj #0. La matriceM’ obtenueen rempla-
cantala 1lérecolonneC; deM parla coIonneCl—lg‘l"jlle ou Cj représentda jieme
colonnede M estélémentde 4 carunetelle opérationsur M revienta multiplier M a
gaucheparunematricede trans\ection.NotonsM’=(a! i)i,j=1,..,n- Ona:ay,=1. Ajou-

tons,pourtoutj=1,...,n,alajiemecolonnedeM’, la colonne:— O(lJC 1 0uC’y désigne
la 1erecolonnede M'. Cesn-1 opérationgeviennenta multiplier M a gaucheparune
trans\ection.La matriceobtenueaufinale estencoreun élémentde A quenousnote-
ronsM”. M" atout sescoeficientssurla premiereligne nuls saufle premierqui vaut
1. Intéressonsiousmaintenant la sousmatricecarréeQ de M"=(af))i j=1,..,n de co-

efficientsQ:(orf’j)Lj:z,.,.’n

CommeM” estunematriceinversiblesesvecteurscolonnesormentun systemdibre

dansk". Il enestalorsde mémepourles vecteurscolonnesV; i=2,...,nde Q. Cesn-

1 vecteursformentun systémdibre dansk™1. Commece dernierestde dimension
n-1, cesn-1 vecteursformentunebasede k™ 1. Le vecteurcolonneV de coeficients
(a%y,....00) estalorscomb|na|sor1|nea|redecesn 1vecteursll existedoncdessca-

lairesap,...,& tel queV= ;aM A la premiérecolonnede M” et pourtout j=2,..

ajoutonsla jieme colonnede M” multipliée par -a;. On obtientalors une nouwelle
matriceN qui a pour premiéerecolonnele vecteurde coordonnée$l,0,...,0)( et pour
premiéerdigne (1,0,...,0)):

Cettenouwelle matrice est elle aussiobtenuea partiede M par multiplication a
gauchepardestrans\ections.N estdoncencoreélémentde 4.
PosondN=(f3j)i,j=1.....n. Cescoeficientsvérifient31;=0 et $j1=0 pouri=2,...,n,B11=1.
SoitP=(Bjj)i,j—2,...n. CommeN estinversible,l enestdemémedeP qui estparconse-
quentélémentde Gln-1(k). Appliqguonsl’hypothésederécurrencé& P, P=D'T’1...T'm
ou D estunematricede dilatationet ol les matricesT; sontdesmatricesde trans\ec-
tions élémentgde Gln_1(k). Soit D la matricediagonaledontla diagonaleestformée
du coeficient 1 puis descoeficientsde la diagonalede D’. D estunedilatationde
Gln-1(k). Soit, pourtout i=1,...,m, T; la matricediagonalepar bloc dontle premier
bloc estla matricelx 1 d’'uniquecoeficient 1 etle secondbloc la matriceT’;:

1 0
T"(o T)

LesmatricesT; sontdestrans\ections.De plusN=DTj...Ty. DoncD=NT,,~1...T; 1.
CommeN estélémentdeN, il enestdemémedeD etc’estprécisémentequ’il fallait
démontrer



