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Formes multilinéair eset déter-
minant

1 Intr oduction

Montrerqu’uneapplicationlinéaireestinversiblen’estaprioris paschoseévidente.
Le déterminanpermettradanscertainscas,de montrertrésfacilementsi unematrice
estou noninversible.ll permettraaussi,toujoursdanscertainscas,d’obtenir facile-
mentlinversed’'une matrice.Enfin, il servira,maisc’est pour unelecon prochaine,
ala diagonalisatioret la trigonalisationdesendomorphismed’un espacerectoriel.ll
constitueralorsun pontentrela théoriedesanneauypolynomiauxet celledel’'algébre
linéaire.
Danstout ce chapitrek désigneun corps.Rappelongju’un corpsestun espacesecto-
riel surlui mémede dimensionl.

2 Formesmultilinéair es
Définition Soit E unk-espacevectoriel.Soit

f:Ex...xE—=k
—_———
pfois

f estuneforme p-linéaire ou uneforme multilinéair e ( ou encoreune p-forme li-

néaire) sur E si pour tout i=1,...,p, pour tout X1,...,.X—1,Xi+1,....Xp €E, I'application
X= f(X1,....,Xi—1,X,Xi+1,...Xp) estlinéairede E dansk. On note LP(E) 'ensembledes
p-formeslinéairessurE.

Proposition Soit E un k-espacerectoriel.L’ensembledesp-formeslinéairessur
E, LP(E) muni del'addition desfonctionsa valeursdansk et de la multiplication par
un scalairea unestructurede k-espacevectoriel.

Démonstration On montresanspeinequec’estun sousespacevectorieldel’es-
pacedesfonctionsdéfiniessurE etavaleursdansk.

Définition Soit E unk-espacevectoriel.Soitf uneforme p-linéairedéfiniesurun
k-espacevectorielE. Sip=2,ondit quef estuneforme bilinéair e. Si p=3,ondit quef
estuneforme trilinéair e.

Définition Soit E un k-espacerectoriel.Une forme p-linéaireestdite alternéesi
pourtout (Xg,...,Xp) EEP vérifiant3i,j € {1,...,p},i # j xi=Xj, alorsf(X,...,Xp)=0.L'en-
sembledesformesp-linéairesalternéesurE estnotée4P(E).
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Définition Soit E unk-espacesectoriel.Uneformep-linéaireestdite symétrique
si pourtout (X1,...,X)€EP, pourtouti,je {1,...,p},i # j alorsf(X1,....%,...,Xj,....Xp) =
FXLreeerXfreeesXiyeee s Xp)-

Définition Soit E un k-espacevectoriel.Uneforme p-linéaireestdite antisymé-
trique sipourtout(Xy,...,xp) €EP, pourtouti,j€ {1,...,p},i # j @lorsf(X1,...,%,....Xj,...,Xp)
=Xy Xjyee Xy, Xp).

Proposition Sif estunep-formelinéaire antisymétriqueet si k estun corpsde
caractéristiquelifférentede 2 alorsf estalternée.

Démonstration Commef estantisymétriquepourtout (Xs,...,X,) €EP et pourtout
ij€ {1,...,p},i # j alorsf(X1,.... %, .., X, Xp)=-F (X110, Xj 120, %0, Xp). SUPpOSONSJUE
Xi=Xj. L'égalité précédentedevient: f(X1,...,5,....%,....Xp)=-f(X1,....%,.-.,%,-..,Xp), SOit
2. f(X1,....%,...,%,...,%p)=0, ce qui donne,k étantde caractéristiquelifférentede 2:
F(X21eeeXiseeesXyee Xp) = 0.

Avantde continuer effectuonsdeux petitsrappelsa proposdu groupedespermu-
tationsd’'un ensembldini.

Rappell:

— L'ensembledesbijectionso : {1,...,p} — {1,...,p} estnotéS,. Unetelle bijec-
tion estappeléaunepermutatiorde {1,...,p}.

— Sp muni de la loi de compositiondes applicationspossédeune structurede
groupe.

— Unepermutatiorpréseranttoutlesélémentse {1,...,p} saufdeuxqu’elle per
mute estappeléeunetranspositionToute permutationest produit de transposi
tion. Le nombrede transpositiorintervenantdanscettedécompositiorestindé-
pendantlela décompositiorfentranspositionthoisie.

Rappel2:

— Il existeunemorphismedegroupesurjectife :Sp — {—1,1} o0 {—1,1} estmuni
de sastruturemultiplicative. L'image de € sur une permutationest appeléda
signaturede cettepermutation.

— Sio estélémentde S, alorse(o) = (—1)" ou n estle nombrede transposition
dansunedécompositiorde o enproduitdetransposition.

Proposition Soitf uneforme p-linéairealternéedéfiniesurun k-espacerectoriel
E. Soientvy,...,vp, p vecteursde E. Soitaussio un élémentde Sy. Alors

f(v(,(l),...,vc(p)) =£(0) f(V1,...,Vp).
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Démonstration Commelespermutationsontdesproduitsdetranspositionil suf-
fit de montrercetteégalitépour unetranspositionSoiti,j€ {1,...,p},i # j etsoitt la
transpositiorde {1,...,p} qui échange etj. Onaclairement:

F (Ve se-sVa(i),.... Va(j) oo Va(p)) =
F(Viyee)VseeiyVigeeVp) =

— F(V15ee)ViseeyVj ey Vp)

Proposition L'ensembledesp formeslinéairesalternéesurle k-espacesectoriel
E 4P(E) estun sousespacerectorielde'espacevectorieldesp-formeslinéairessurE
LP(E).

Démonstration Il sufiit devérifier quela p-formenulle estbienélémente 2P(E)
et que la combinaisonlinéaire de deux formeslinéairesalternéesest encoreune p-
formelinéairealternée.

3 Dimensionde 4P(E) et déterminant

Proposition E désigneun k-espacevectorielde dimensiorfinie etp unentierna-
turel. Si p estplusgrandquela dimensionde E alors 4P(E)={0}.

Démonstration Soit f € 4P(E) etsoientvy,...,vp, p vecteursionnulsdeE. Comme
E estdedimensiorfinie n<p,|'un desvecteurss, parexempleestcombinaisorinéaire
desp-1 autresvecteursll existedoncay,...,ap—1 dansk telsque

p—-1
Vp = aiVi.

On peutalorsécrire:
p-1

f(vi,...,vp) = Zi f(V1,eyVpo1,Vi).

Mais commef estalternéepourtouti=1,...,p-1,f(v1,...,vp_1,vi)=0. On a prouvéque
f(va,...,vp)=0. Celaétantvrai pourtoutesfamillesde p vecteursde E vy,....,vp, f est
identiquemenhulle surE.

Proposition Soit E un k-espacevectoriel de dimensionn. L’ensembledes n-
formeslinéairesalternéesurE: 4"(E) estdedimensionl surk.

Démonstration Considéronsinebasee=(g)i—1,..n deE. Considéronsi'autrepart
une n forme linéaire alternéef sur E ainsi qu’un n-uplets(vs,...,\n) de vecteursde
E. Pouri=1,...,netj=1,...,nil existe desscalairesn;; €k tels que pour tout j=1,...,p,
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n
Vj = Ziaija. Considéronswssi’ensemble? dessuitesan élémentstavaleursdans
i=
{1,...,n}. On peutalorsécrire:
fVi,.ovn) = Y i Gignf(@y,.60).
Remarquongu'il existe unebijectionévidenteentre? et S,. Cettebijectionestcelle

qui aunesuite(ix)k=1,...n de P associda permutatiomui ervoie I'entier m surl’entier
im. Via cetteremarqueon peutécrire:

f(Vi,eVn) = %ac(l)l-----ac(n)nf(ec(l)a---aec(n))-

(S

f étantalternéepourtouto €S,

f(VG(l)a"'JVG(n)) = 8(0) f (Vla---,Vn)-

Donc:

f(V1,e.eVn) = ce}gﬂao(m. v Og(mn€(0) f(€1,...,6n).
Soitencore:

f(Vi,...,Vn) = (Géao(l)l. e Og(nn€(0) F(E1,...,€n).
etposant

M(vi,...,vn) = %s(o)ao(l)l.....ac(n)n
[ofF]
V1,...,Vh étantn vecteurgjuelconqueslansk:

f = f(ey,...,en).MN.

Il fautmontrerquell estuneforme multilinéaireet alternée On vérifie sangpeineque
M estmultilinéaire. Soientvy,....,\h n vecteursde E eti,j eNtels quei<j ettels que
Vi=Vj.

n(V]_,...,Vi,...,Vj,...,Vn) = %8(0’)&0(1)1. - Og(i)i -oe- -Og(j)j- -+ -Oa(n)n
ge

= ;‘E(C)Go(l)l.....ﬂc(i)i ..... Go(j)i.....ﬂc(n)n.

(S

Soitt latranspositiorqui échange etj. T préseretoutlesautrestlémentsie{1,...,n}.
Donc

r (Vj_,...,Vi yeoyVj ,...,Vn) = %S(O—)GO(T(DI- 'GG(T(i)i -ao(r(j)i e -GG(T(n)n-

(3
Commert=1"%, etg(oo1) = —¢(0),

n(Vl,...,Vi,...,Vj,...,Vn) = _E(OOT)GG(T(l)l-'"-GG(T(i)i ..... ao(r(j)i-----ao(r(n)n
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= - %8(0)00(1)1.....G0(i)i ..... Go(j)i-----ao(n)n-
o€
Enconclusion

;8(0)&0(1)1.....G0(i)i ..... ao(j)i.....ao(n)n:— %8(0)&0(1)1.....G0(i)i ..... ao(j)i.....ao(n)n.

ge ge

DoncM(v,...,vn) = 0 et estbienalternée.

Définition - Proposition Soit E un k-espacevectorielde dimensionfinie. Soit
e=(q,...,&) unebasede E.. On appelleapplication déterminant dansla basee I'ap-
n

plicationmultilinéairealternéegui an vecteursy; j=1,...,ndeE d'écriturev; = Zaija
i=

dansla basekE associda quantitée

(S

dde(V]_,...Vn) = ;E(O’)Go(l)l.....ao(i)i ac(])]“c(n)n

Démonstration Nousvenonsde démontremuecetteapplicationestmultilinéaire
alternée.

Proposition SoitE unk-espacevectorieldedimensiorfinie. Soite=(g,...,&) une
basedeE etsoitdet, I'applicationdéterminanassociéacettebaseAlors det(ey,...,6)=1.

Démonstration |l suffit derevenirala définitiondu déterminant.

Proposition SoitE unk-espacerectorieldedimensiorfinien. Soitn la dimension
deE etsoite=(e,...,&) unebasedeE. Soitf uneapplicationn-linéairealternée Soient
aussivy,...,\h n vecteursdeE.

f(Vla---;Vn) = f(ela"'aen)'dQE(Vlr"avn)'

Démonstration Cettepropositionn’estrien d’autrequela ré-écriturede celle dé-
montréeau déhut de ce paragrapheet qui donnela dimensionde A"(E). Sereporter
doncala démonstratiomle cetteproposition.

Proposition Soit E un k-espacevectorielde dimensiorfinie. Soitn la dimension
deE. SoitpeN tel quep<n. Alors ladimensiorde 4P(E) estdonnéepardim 4P(E)=CH
N CP déci n!
ou Cp désignde rapportm.
Démonstration Notons? I'ensembledessuitesa p élémentslistinctsetavaleurs
dans{1,...,n}. Unesuiteélémente P seranotée(ix)—1,... p- Soientvy,...,vp p vecteurs
deE. Pouri=1,...,netj=1,...,pil existedesscalairesjj €k telsquepourtoutj=1,...,p
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n
vj = Ziaija. Si f estunep-formelinéairesurE,
i=

(%) f(v1,...,vp) = . z Aig1- - -Aippf (&, 5-mn8,)-

La sommeprécédentest donc prise sur 'ensembledes suitesappartenané P.
Etudionsplusprécisémenf’. Unesuitede P estcaractériséear:

— L'ensembledesvaleursqu’elle peutprendre.

— L'ordre danslequelelle prendcesvaleurs.
Désignongparlesentierk;<...<k, lesp valeurspouvantétreprisesparunesuitedonnéee
de?. Soientiy,...,ip eti’1,...,I'p deuxsuitesde P prenanteur valeursdans{ks,...,kp}.
Il existe une uniquepermutationo de Sy, telle que iy =i'm pourtout m=1,...,p.Ré-
ciproquemensiiy,....,ip estunesuitede P et que o estune permutationde Sp, alors
ig(1):-++slo(p) €StUNEauUtresuitede ¥ prenantsesvaleursdansle mémeensemblegue
la suite(ik)k=1,...p- L€ sousensemblele P dessuitesqui sonta valeurdans{ka,...,kp}
peutdoncétredécritparl’ensemble{ky(1),-..,Ks(p); 0 € Sp}. Enconclusion? peutlui
étredécritpar:

P= U {kc(l);;kc(p)aoesp}

1<k <...<kp<n
Cepartitionementle P permetuneautreécriturede la somme(*):
f(Ve,...,Vp) = Z Ol gy L+ == - Ak p F (B 58Ky )-
1<ki<...<kp<n o€
Mais commef estalternéegeciseré-écrit:
f(V1,...,Vp) = z Olkyg) - -+ Ok pE(O) T (O -8 -
1<k <...<kp<n o€
Ouencore:

f(vy,...,vp) = Z ( Zpakc(l)l.....akc(n)ps(o)) PR R

1<k <...<kp<n o€

L’expressionantreparenthéseesstexactemenégaleéldetaq‘___’kp (Vg Y,)- Notons
(pour 1<ks<...<kp<n) My, .k, I'application qui a un n-uplet(vy,...,vn) associde p-
uplet (vkl,...,vkp). Notonsaussiaq,_“’kp la famille libre By 118y (*) admetcomme
écriture:

f(Vj_,...,Vp) = z deteq,_._,kp Onk17...7kp(V1,...,Vn) f(eKl,...,eKn).
1<k <...<kp<n

Soitencore(vy,...,\h) étantun n-upletquelconqueale vecteurdeE:

f= > f(e e 8k,) dete,

1<k <...<kp<n

Cequi estbeaucoupglussympathique.
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On verifie sanspeine que les fonctionsdete, ., © Mi,,...k, sontdesformes p-
linéairesalternéesAP(E) estdoncengendrgarl’ensembledesformesf ={dete, , ©
My, kL <k <. <kp < n}. Remarquonsjuel’ensembledesp upletsky,...,k, tels
quel< ki<...<k, < n estdecardinalCf. Donc ¥ estde cardinalCF. Montronspour
terminerque cettefamille estlibre. Considéronaine famille de scalaireg(A;) pouri
allantde1ac?. Re-indiconscettesuitedela fagonsuvante:(Ax,, . k,) 1<k <...<kp<n, C€
qui serabienplus pratique . Supposonsjuecettesuitevérifie:

1<k <...<kp<n

Par ailleurs,si 1< my<...<mp < n, étudions

>\klv'“7kpdaQ<1,...,kp o I-I kl:---ykp (ernl " '7anp) -
1<k <...<kp<n

qui vaut 1. Donc Am,,.m,=0. On peut faire ce raisonementpour tout les p-uplets
my,...,mp telsquel< m<...<mp < n, cequi prouve quechacundesAm,, . m, estnul et
quela famille F estlibre. Ouf!!!

Chacurdestermesda% p © ﬂklwkp(eml,...,anp) estnul saufceluitel queki=my,...,kp=mp

4 Deéterminant d’'une matrice, d’une application linéaire

Définition Soit M=(aij)i j=1,..,n unematricecarréea coeficientsdansle corpsk.
Onappelledéterminantiela matriceM etonnotedet(M)le déterminantlesn vecteurs
dontlescoordonnéeg dansla basecanoniquadek™) sontdonnéegparlescolonnesde
M:

det(M) = %8(0’)&0(1)1. -e - Og(i)j -+ -Og(j)j- - -Og(nn-

e

Proposition SoitE unk-espaceectorieldedimensiorégalean. Soiente=(q,...,q,)
ete’=(e'y,...,eh) deuxbasesleE. Alors: det(€e'y,...,.eh).det (e1,..,6)=1(det(e's,...,eh)
estinversibledansk d'inversedet(ey,..,&).

Démonstration L'applicationqui au n-uplets(vs,...v,) de vecteursde E associe
dety(v1,...,wn) estn-multilinéairealternéeDoncdety (v1,...,\n)=det(e1,...,&).det(v1,..,Vn).
Maisdety(€'y,...,en)=1 doncdety(e1,..,&) estinversibledansk d’inversecelui précisé
dansla proposition.

Définition - Proposition Soit f une applicationlinéaire définie sur le k-espace
vectorielE dedimensiorfinie. Soit e unebasede E. Si M¢(f) désignda matricede f
dansla baseE, alorson appelledéterminante f le scalairedek det(f)=detMg(f).
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Démonstration Soitn=dimE. Il s’agit bienévidemmentle montrerquesi e’ est
uneautrebasedeE alorsdetM¢(f)=detvMy/(f), cequi garantirde sensde cettedéfi-
nition. RappelongjueM¢(f) estla matricedontlesvecteursolonnesontdonnéepar
lescoordonnéedesf (g) pouri=1,...,ndandabases.DoncdetMe( f)=det(f(ey),...,f(en)).
De mémedety My (f)=det (f(e'1),...,f(e"n)).

Intéressonsous a I'application qui au n-uplet (v1,...,\n) de vecteursde E associe
det(f(v1),...,f(vn)). Cetteapplicationestn-linéairealternéeDoncdet(f(v1),...,f(vn)) =
det(f(ey),...,f(en)) x dek(vi,...,vn). Enparticulier det(f(e’1),...,f(e'n)) = det(f(e1),...,f(en))
x detk(e’s,...,eh). Soitencore:

dete(f (€}),..., T (€})) = dete(Me(f)) x dete(€),...,€h).-
D’autrepartl’applicationqui aun-uplets(vy,...v,) devecteursleE associalety (v1,...,\n)
estelleaussn-multilinéairealternéeDoncdety (v1,...,Vn)=det/(e1,...,&) xdet(V1,..,Vn).

Sionappliquecetteformuleaun-upletsi(f(e’1),...,f(e’y)), onobtientdet (f(e'1),...,f(e’n))
=dety(ey,...,q) xde (f(e'1),..,f(e'n)). Cequi s’écritaussi:

dety (f(€)),...,f(€))) = detg (Mg (f)) x detg (e1,...,€n).
Onaboutital'égalité:
dete(Me(f)) X dete(€),....6,) = dety (Mg (f)) x detg (€1,...,6n).
Envertudela propositionprécédenté¢ det(e's,...,eh).det (e1,..,6,)=1), celadonne
dete(Me(f)) = dete (Me/ ().

Doncdet(f) esthienindépendantlela basechoisie.

5 Quelquespropriétésdu déterminant
Proposition Si f etg sontdeuxendomorphismedu k-espacevectorielE alors

det(go f) = det(g) x det(f).

Démonstration Soitn la dimensiondeE etsoite=(q,...,&) unebasedeE. Consi-
dérond’applicationqui aun-uplet(vy,...,,) devecteursleE associ@et(g(vi),...,g(W))-
Cetteapplicationestn-multilinéairealternéeDonc

dae(g(Vj_),---,g(Vn)) = dae(g(el)aag(a"l)) X dae(V]_,...,Vn).

Appliguonscetteformule aun-uplet(f(vy),...,f(vn)), on obtient

dete(g(f(e1)),---,9(f(en))) = dete(g(€1),-.-,9(en)) x dete(f(€1),..., f (en))
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cequi estexactement
det(go f) = det(g) x det(f).

Proposition Soit M=(a(j;)i j—1,...n unematricecarréea coeficientsdansle corps
k. Soit'M latransposédela matriceM. Alors det(M)=det{M).

Démonstration SiM=(a(j;);,j=1,...,n alors M=(atj;)i,j=1,...,n @vecpourtouti,j=1,...,n
ajj = aji et

= %8(0’)010(1) ceen -ano(n) .

oe

Commelesapplicationss de S, sontdesbijections,quele multiplication estcommu-
tative, on peutécrire;

alo(l) - .Gno-(n) = ac’l(l)l‘ .Gc—l(n)n.

De plus, € étantun morphismede groupesmultiplicatifs, e(co~1)=1 et donce(o) =
g(o71). Celadonne

det(tM) = ;8(0’)&0(1)1. .Gc(n)n.

ge

Proposition SoitM unematricetriangulaireparbloc.
(Mg M
M= ( 0 M )

OuM1 etM; sontdesmatricescarrésLe déterminanteM estégalauproduitdet(My)
x det(My).

Démonstration OnsupposeueM estunematricecarréean colonnesOnsuppose
queM; posseden colonnesM» possédeoncn-mcolonnesNotonsaussiM=(atj)i,j=1,... n.
Considéronsg={o € $;;0({1,....m}) = {1,....m}}. Si o n'estpasélémentde 4 alors
Ji € {1,...,m} tel quea(i) € {m+1,...,n}. Pourcetentieri, a;);=0 et

8(0)00(1)1. -Go(n)n =0.

Donc
det(M) = Z a(o)ac(l)l.....ao(n)n.
oeAa
Maissio € 4 alorso({1,...,m}) = {1,....m} eto({m+1,....n}) = {m+1,...,n}. o est
le produitd’unepermutatiorde{1,...,m} etd’unepermutatiorde{m+1,...,n}. Notons
S’n—m I'ensembledespermutationgle {m+ 1,...,n}. On obtient:

det(M) = > €(00")tg(1)1. ----0(O(M)M). 0 (m1)me1 -+ O (m)n
0ESnI'EeS,



Emmanuel Vieillard Baron www.les-mathematiques.net 10

= %8(0)&0(1)1.....G0(m)mx % S(Oj)ao’(m+l)m+l----a0’(n)n
o€ a’eS_m

= det(My) x de(My).

Corollaire SoitM unematricetriangulaire( supérieureou inférieure) a coefi-
cientsdansun corpsk. Alors le déterminantde M estégal au produit deséléments
diagonauxde M.

Démonstration Intéressonsousen un premiertempsaux matricestriangulaires
supérieuresOn remarqueguesi M estd’ordre 1, sondéterminanestclairementégal
ason(seul) coeficientdiagonal.Supposonsgjuela propriétéestvraie pourtoutesles
matricesd’ordren-1. SoitM unematriced’ordren. EcrivonsM sousla forme

ST
A= w )

ouM’ estunematricetriangulairesupérieurel’ordren-1etouA1 estle premiercoefi-
cientdiagonalede M. La propriétéprécédentpermetd’affirmer quedet(M)=A11x M’.
Appliguonsl’hypothésede récurrencele déterminantde M’ estégalau produitdes
coeficientsdiagonauxde M’. Le déterminantde M estalorsbien égalau produitde
sescoeficientsdiagonawet le théorémeestdémontré.

Corollaire L'applicationidentiqueld surle k-espacevectorielde dimensionfini
E vérifie det(Id)=1.

Démonstration Eneffet, la représentatiomatriciellede ld dansunebasedeE est
la matricedontles coeficientsdiagonauxsonttouségauxa 1 et qui a tout sesautres
coeficientségauxa 0. Le déterminand’une applicationlinéaire étantcelui d’'une de
sesreprésentationsatricielles,on obtientle résultatprévu.

6 Meéthodesde calcul du déterminant

Proposition SoitM unematricecarréed’ordren acoeficientdansk. Onnechange
pasla valeurdu déterminanteM en:

— Effectuantuneopérationélémentairesurlescolonnesde M.

— Effectuantuneopératiorélémentairesurleslignesde M.

Démonstration Si M=(aij)jj=1,..,n alorsM estcomposéelesn vecteurscolonnes

Vj =
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Le déterminantieM estégal,pardéfinitiondu déterminanti’une matrice audétermi-
nantde cesn vecteurs.

Effectuerune opérationsur les colonnesde M revient a additionnerAv; ou A €k et

i€ {1,...,n} aunedescolonnesC; de M. Soit M’ la matriceobtenueen additionnant
Av;j alajiémecolonnedeM. Ona:

det(M’) = det(Vi,...,Viyeeey,Vj + AViyeeesVi).
Par multilinéaritédu déterminantcecidevient:
det(M') = det(Viye.e,Viyeoo,VjyeeesVn) + AAEE (Ve Vi yeeesViye, Vi)
etcommele déterminanestalterné det(vy,...,vi,...,Vi,...,vn) = 0 et

det(M’) = det (vi....,vn) = det(M).

Pourcequi estdesopération®lémentairesurleslignesil sufiit deconsidéreta trans-
poséaleM: uneopératiorélémentaireurleslignesdeM estuneopératiorélémentaire
surlescolonnesde!M, puisd'appliquercequi vientd'étre démontré.

Proposition SoitM unematricecarréed’ordren. SoitA ek.

det(AM) = A".det(M).

Démonstration Commeprécédemerit suflit deremarquequesivs,...,\i, sontles
vecteurscolonnesconstituania matriceM alorsAvs,...Av, sontceuxqui constituent
AM et

det(AM) = det(Ava,...,Avp).

L'applicationdéterminan&tantn-linéaire,on aboutita I'égalité

det(AM) = A"det(vy,...,vn) = A"det(M).

Proposition SoitM unematricecarréed’ordren. On changde signedu détermi-
nantdeM si:

— Onpermutedeuxcolonnesde M.

— Onpermutedeuxlignesde M.

Démonstration M estconstituéadesn vecteurscolonnesv; i=1,...,n.Le détermi-
nantde M estégaleau déterminante cesn vecteurs Permuterdeuxcolonnesde M
revient a permuteres deuxvecteurscorespondantdansla liste (vi,...,V). Supposons
queles vecteurspermutéssoientle ieme et le jieme (i<j), L'application déterminant
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etantalternée det(vi,...,vi,...,Vj,...,\h)=-det(\,...,Vj,...,.\i,...,V), cgfd. Pource qui est
deslignes,il suffit deconsidéreta transposéede M.

Proposition Développementdu déterminant par rapport a une ligne ou une
colonne Soit M=(aij)i,j—1,..,n unematricecarréed'ordre n a coeficientsdansk. Soit
M pq la matricecarréed’ordren-1

Mpg = (0ij)i,j=1,..,nip j£-

Le déterminantle M admetcommedéweloppemenparrapportala jieme colonne:

=}

det(M) = $ (—1)"ajjdet (M;j)

etparrapportalaiemeligne:

5

det(M) = Y (—1)" o det (Mij).
1

Démonstration Considéronsa encordesvecteursolonnesde M

n
Considéronswussila basecanoniquee dek". Pourtoutj=1,...,n.vj = Zaija. Le dé-
if

terminantdeM estégalaudéterminantiesn vecteurs/;. Considérante jiémevecteur
parmultilinéaritédel'applicationdéterminant,

n

det(M) = det(vi,...,vn) = _Zaijdet(vl,....,vj_l,a,vi+1,...,vn).

Représentaries n vecteurs(vy,....,Vj—1,8,Vi+1,...,Vh) par une matriceM’, on obtient
pourM’ I'écriture:

011 -+ Ozj-1 O 01541 -+ O

: : 0 : :
Oj—11 -~ Oi—gj—1 0 di—gjy1 --- Oj_1n

!

M = O -+ Ojjo1 1 Qjjy1 -+ Qin
Ojt11 -+~ Oigxzj—1 O Qiyzjer --- Oixin

: : 0 : :
Opt --+ Opj-1 O Opjyz -+- Om
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Par transpositiordesligneset descolonnesde M’, ontransformda matriceM’ en
la matriceM”:

1 o012 - dgj_1 Ogjg1 --- O
0
MII_ )
: Mij
0

M” esttriangulaireparbloc. De plus,commeM” estobtenuea effectuant-1 transpo-
sitionssurleslignesde M’ etj-1 transpositiorsur les colonnesde M’, le det(M’)=(-
1)*!det(M”). Mais det(M")=det(M;;). Donc

n . .
det(M) = ziaij(—l)'ﬂdd(l\/lij).
i=
Pourcequi estdu déweloppemensuivantleslignes,il suffit derefairele mémecalcul
aveclatransposéde M.

Définition SoitM=(a(;)i j=1,...n unematricecarréed’ordren. SoitM pq la matrice
carréed’ordren-1

Mpq = ()i j=1....nizp j#a-
Onappellematriceadjointedela matriceM la matricecarréd’ordren M'=( ij)i,j=1,_._’n
ou Vi,jzl,...,n,aij:(-1)‘+Jdet(Mij).

Définition Onappellecomatricedela matricecarréeM la transposédela matrice
adjointede M.

Proposition Si M estunematricecarréed’ordre n etqueM* estla comatricede
M alorsM.M*=M*.M=det(M).Id.

Démonstration SupposongueM=(aij)i j=1,..,n €tqueM*=M=(a(j;)i,j=1,...,n. Alors

n
M.M*=(Bij)i,j=1,..,n vecpij = Z QK0 Done
K=

n

(*) Bij = kz (—1) ajdet (Mjy).
=]

Supposongjuei#j et remplacongdansla matriceM la jieme ligne parla ieme. Dé-
velopponsensuitecette dernierematrice suivant cette jieme ligne. On obtient pour
le déterminantde cettematriceexactement’expression(*). Mais cettematricepos-

sédantdeux lignes égalesa un déterminantnul. Donc si i#], Bij=0. Si i=j, Bij =
n .

z (—1)1* o det (Mix) qui estexactemenggaleau développementle det(M) suivant
K=1

laiemeligne. donc;;=det(M).En conclusionM.M*=det(M).Id.
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Travaillons maintenantsur le produit M*.M. Posonsici encoreM*.M=((ij)i.j=1,...n

n
avecpij = § o ;. Donc
k=1

(xx) Bij = i(—l)jJrkdet(Mki)-ij-
=1

Sii#j, onremplacdaieémecolonnedeM parla jieme.Développantettenouwelle ma-
trice suivant cetteieme colonne,on obtientexactement'expression(**). On termine
alorscommeprécédemment.

Théoréme Soit M une matricecarréed’ordre n. M estinversibledansl’anneau
M n(K) si et seulemensi sondéterminanestnon nul. De plus, dansle casou M est
inversible la matriceinversede M estégalea, M* étantla matriceadjointedeM

M~ = (det(M))~1.M*

et
det(M~1) = (det(M))~%.

Démonstration Si M estunematricecarréeinversible,alorsil existeunematrice
N de mémeordre que M telle que M.N=N.M=Id. Donc det(M.N)=det(ld)=1.Mais
det(M.N)=det(M).det(N).Donc det(M) estinversibledansk ( et estpar conséquent
nonnul) etdet(M~1) = (det(M))~1. Supposonsgjuedet(M) estnon nul et calculons.
NotonsM* la matriceadjointede M. La propositionprécédentelonneM.M* = M*.M
= det(M).Id. Commedet(M) estnonnul, det(M) estinversibleetil enestdemémede
M. On obtientalorsexactementexpressiornvouluepourM—1.

Le calcul de la matriceadjointed’une matrice offre doncun moyen de calculer
I'inversede cettematrice.Ce calcul estcependansouenttréslaborieux.Cettetech-
nique est utilisée en particulier pour résoudredes systemesd’équationsdu premier
degré.(Systemee Cramer).



