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Formesmultilinéair eset déter-
minant
1 Intr oduction

Montrerqu’uneapplicationlinéaireestinversiblen’estàpriorispaschoseévidente.
Le déterminantpermettra,danscertainscas,demontrertrèsfacilementsi unematrice
estou non inversible.Il permettraaussi,toujoursdanscertainscas,d’obtenir facile-
ment l’in versed’une matrice.Enfin, il servira,maisc’est pour une leçonprochaîne,
à la diagonalisationet la trigonalisationdesendomorphismesd’un espacevectoriel.Il
constitueraalorsunpontentrela théoriedesanneauxpolynomiauxetcelledel’algèbre
linéaire.
Danstout cechapitrek désigneun corps.Rappelonsqu’un corpsestun espacevecto-
riel surlui mêmededimension1.

2 Formesmultilinéair es

Définition Soit E un k-espacevectoriel.Soit

f : E ����������� E� �	� 

p f ois

� k �
f estune forme p-linéaire ou une forme multilinéair e ( ou encoreunep-forme li-
néaire) sur E si pour tout i=1,...,p, pour tout x1,...,xi � 1,xi 
 1,...,xp

� E, l’application
x � f � x1 � ������� � xi � 1 � x � xi 
 1 � ����� xp � estlinéairedeE dansk. On note � p(E) l’ensembledes
p-formeslinéairessurE.

Proposition Soit E un k-espacevectoriel.L’ensembledesp-formeslinéairessur
E, � p(E) muni de l’addition desfonctionsà valeursdansk et de la multiplicationpar
un scalaireaunestructuredek-espacevectoriel.

Démonstration On montresanspeinequec’estun sousespacevectorielde l’es-
pacedesfonctionsdéfiniessurE et à valeursdansk.

Définition Soit E un k-espacevectoriel.Soit f uneformep-linéairedéfiniesurun
k-espacevectorielE. Si p=2,ondit quef estuneforme bilinéair e. Si p=3,ondit quef
estuneforme trilinéair e.

Définition Soit E un k-espacevectoriel.Uneformep-linéaireestdite alternéesi
pourtout (x1,...,xp) � Ep vérifiant � i � j ��� 1 � ����� � p � � i �� j xi=x j, alorsf(x1,...,xp)=0.L’en-
sembledesformesp-linéairesalternéessurE estnotée� p(E).
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Définition SoitE unk-espacevectoriel.Uneformep-linéaireestditesymétrique
si pour tout (x1,...,xp) � Ep, pour tout i,j ��� 1 � ����� � p � � i �� j alorsf(x1,...,xi,...,xj,...,xp) =
f(x1,...,xj,...,xi,...,xp).

Définition Soit E un k-espacevectoriel.Uneformep-linéaireestdite antisymé-
trique sipourtout(x1,...,xp) � Ep, pourtouti,j ��� 1 � ����� � p � � i �� j alorsf(x1,...,xi,...,xj,...,xp)
= -f(x1,...,xj,...,xi,...,xp).

Proposition Si f estunep-formelinéaireantisymétriqueet si k estun corpsde
caractéristiquedifférentede2 alorsf estalternée.

Démonstration Commef estantisymétrique,pourtout (x1,...,xp)
� Ep et pourtout

i,j ��� 1 � ����� � p � � i �� j alors f(x1,...,xi,...,xj,...,xp)=-f(x1,...,xj,...,xi,...,xp). Supposonsque
xi=x j. L’égalité précédentedevient: f(x1,...,xi,...,xi,...,xp)=-f(x1,...,xi,...,xi,...,xp), soit
2. f(x1,...,xi,...,xi,...,xp)=0, ce qui donne,k étantde caractéristiquedifférentede 2:
f(x1,...,xi,...,xi,...,xp) = 0.

Avantdecontinuer, effectuonsdeuxpetitsrappelsà proposdu groupedespermu-
tationsd’un ensemblefini.

Rappel1:
– L’ensembledesbijectionsσ : � 1 � ����� � p � � � 1 � ����� � p � estnotéSp. Unetelle bijec-

tion estappeléeunepermutationde � 1 � ����� � p � .
– Sp muni de la loi de compositiondes applicationspossèdeune structurede

groupe.
– Unepermutationpréservanttout lesélémentsde � 1 � ����� � p � saufdeuxqu’elleper-

muteestappeléeunetransposition.Toutepermutationestproduitde transposi-
tion. Le nombredetranspositionintervenantdanscettedécompositionestindé-
pendantdela décomposition(entransposition)choisie.

Rappel2:
– Il existeunemorphismedegroupesurjectifε :Sp

� ��� 1 � 1 � où ��� 1 � 1 � estmuni
de sastruturemultiplicative. L’image de ε sur unepermutationest appeléela
signaturedecettepermutation.

– Si σ estélémentde Sp alorsε � σ � � � � 1� n où n estle nombrede transposition
dansunedécompositiondeσ enproduitdetransposition.

Proposition Soit f uneformep-linéairealternéedéfiniesurun k-espacevectoriel
E. Soientv1,...,vp, p vecteursdeE. Soit aussiσ unélémentdeSp. Alors

f � vσ � 1� � ����� � vσ � p � � � ε � σ � f � v1 � ����� � vp � �
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Démonstration Commelespermutationssontdesproduitsdetransposition,il suf-
fit demontrercetteégalitépourunetransposition.Soit i,j � � 1 � ����� � p � � i �� j et soit τ la
transpositionde � 1 � ����� � p � qui échangei et j. On aclairement:

f � vτ � 1� � ����� � vτ � i �"! # # # ! vτ � j � � ����� � vτ � p � � �
f � v1 � ����� � v j � ����� � vi � ����� � vp � ��

f � v1 � ����� � vi � ����� � v j � ����� � vp � �
Proposition L’ensembledesp formeslinéairesalternéessurle k-espacevectoriel

E � p(E) estun sousespacevectorieldel’espacevectorieldesp-formeslinéairessurE� p(E).

Démonstration Il suffit devérifierquela p-formenulleestbienélémentde � p(E)
et que la combinaisonlinéairede deux formeslinéairesalternéesest encoreune p-
formelinéairealternée.

3 Dimensionde $ p(E) et déterminant

Proposition E désigneun k-espacevectorieldedimensionfinie et p un entierna-
turel.Si p estplusgrandquela dimensiondeE alors � p(E)= � 0 � .

Démonstration Soit f
� � p(E) etsoientv1,...,vp, p vecteursnonnulsdeE.Comme

E estdedimensionfinie n<p,l’un desvecteursvp parexempleestcombinaisonlinéaire
desp-1 autresvecteurs.Il existedoncα1 � ����� � αp � 1 dansk telsque

vp
� p � 1

∑
i % 1

αivi
�

Onpeutalorsécrire:

f � v1 � ����� � vp � � p � 1

∑
i % 1

f � v1 � ����� � vp � 1 � vi � �
Mais commef estalternée,pour tout i=1,...,p-1, f � v1 � ����� � vp � 1 � vi � =0. On a prouvéque
f � v1 � ����� � vp � =0. Celaétantvrai pour toutesfamillesde p vecteursde E v1,....,vp, f est
identiquementnullesurE.

Proposition Soit E un k-espacevectoriel de dimensionn. L’ensembledes n-
formeslinéairesalternéessurE: � n(E) estdedimension1 surk.

Démonstration Considéronsunebasee=(ei)i % 1 ! # # # ! n deE. Considéronsd’autrepart
unen forme linéaire alternéef sur E ainsi qu’un n-uplets(v1,...,vn) de vecteursde
E. Pour i=1,...,net j=1,...,n il existe desscalairesαi j

� k tels quepour tout j=1,...,p,
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v j
� n

∑
i % 1

αi jei
� Considéronsaussil’ensemble& dessuitesàn élémentsetàvaleursdans� 1 � ����� � n � . Onpeutalorsécrire:

f � v1 � ����� � vn � � ∑� ik � k ' 1 ( ) ) ) ( n *�+ αi11
�,�����,� αinn f � ei1 � ����� � ein � �

Remarquonsqu’il existeunebijectionévidenteentre & et Sn. Cettebijectionestcelle
qui àunesuite(ik)k % 1 ! # # # ! n de & associela permutationqui envoie l’entier m surl’entier
im. Via cetteremarque,on peutécrire:

f � v1 � ����� � vn � � ∑
σ * Sn

ασ � 1� 1 �,�����-� ασ � n � n f � eσ � 1� � ����� � eσ � n � � �
f étantalternée,pourtout σ � Sn,

f � vσ � 1� � ����� � vσ � n � � � ε � σ � f � v1 � ����� � vn � �
Donc:

f � v1 � ����� � vn � � ∑
σ * Sn

ασ � 1� 1 �-�����,� ασ � n � nε � σ � f � e1 � ����� � en � �
Soitencore:

f � v1 � ����� � vn � � � ∑
σ * Sn

ασ � 1� 1 �,�����-� ασ � n � nε � σ � f � e1 � ����� � en � �
etposant

Π � v1 � ����� � vn � � ∑
σ * Sn

ε � σ � ασ � 1� 1 �,�����-� ασ � n � n
v1,...,vn étantn vecteursquelconquesdansE:

f � f � e1 � ����� � en � �Π �
Il fautmontrerqueΠ estuneformemultilinéaireetalternée.Onvérifie sanspeineque
Π estmultilinéaire.Soientv1,....,vn n vecteursde E et i,j �/. tels que i<j et tels que
vi=v j.

Π � v1 � ����� � vi � ����� � v j � ����� � vn � � ∑
σ * Sn

ε � σ � ασ � 1� 1 �-�����,� ασ � i � i �������,� ασ � j � j �-�����,� ασ � n � n� ∑
σ * Sn

ε � σ � ασ � 1� 1 �,�����,� ασ � i � i �������-� ασ � j � i �,�����-� ασ � n � n �
Soitτ la transpositionqui échangei et j. τ préservetout lesautresélémentsde � 1 � ����� � n � .
Donc

Π � v1 � ����� � vi � ����� � v j � ����� � vn � � ∑
σ * Sn

ε � σ � ασ � τ � 1� 1 �,�����,� ασ � τ � i � i �������,� ασ � τ � j � i �,�����,� ασ � τ � n � n �
Commeτ=τ � 1, et ε � σ 0 τ � � � ε � σ � ,

Π � v1 � ����� � vi � ����� � v j � ����� � vn � � ∑
σ 1 τ * Sn

� ε � σ 0 τ � ασ � τ � 1� 1 �,�����-� ασ � τ � i � i �������-� ασ � τ � j � i �,�����-� ασ � τ � n � n
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σ * Sn

ε � σ � ασ � 1� 1 �-�����,� ασ � i � i �������,� ασ � j � i �-�����,� ασ � n � n �
Enconclusion

∑
σ * Sn

ε � σ � ασ � 1� 1 �,�����,� ασ � i � i �������-� ασ � j � i �,�����-� ασ � n � n � � ∑
σ * Sn

ε � σ � ασ � 1� 1 �-�����,� ασ � i � i �������,� ασ � j � i �-�����,� ασ � n � n �
DoncΠ � v1 � ����� � vn � � 0 etΠ estbienalternée.

Définition - Proposition Soit E un k-espacevectorielde dimensionfinie. Soit
e=(e1,...,en) unebasedeE.. On appelleapplication déterminant dansla basee l’ap-

plicationmultilinéairealternéequi àn vecteursv j j=1,...,ndeE d’écriturev j
� n

∑
i % 1

αi jei

dansla baseE associela quantitée

dete � v1 � ����� vn � � ∑
σ * Sn

ε � σ � ασ � 1� 1 �-�����,� ασ � i � i �������,� ασ � j � j �,�����,� ασ � n � n �
Démonstration Nousvenonsdedémontrerquecetteapplicationestmultilinéaire

alternée.

Proposition SoitE unk-espacevectorieldedimensionfinie. Soite=(e1,...,en) une
basedeE etsoitdete l’applicationdéterminantassociéeàcettebase.Alorsdete(e1,...,en)=1.

Démonstration Il suffit derevenirà la définitiondu déterminant.

Proposition SoitE unk-espacevectorieldedimensionfinien.Soitn la dimension
deE etsoite=(e1,...,en) unebasedeE. Soit f uneapplicationn-linéairealternée.Soient
aussiv1,...,vn n vecteursdeE.

f � v1 � ����� � vn � � f � e1 � ����� � en � � dete � v1 � ����� � vn � �
Démonstration Cettepropositionn’estrien d’autrequela ré-écrituredecelledé-

montréeau début de ce paragrapheet qui donnela dimensionde � n(E). Sereporter
doncà la démonstrationdecetteproposition.

Proposition Soit E un k-espacevectorieldedimensionfinie. Soit n la dimension
deE.Soitp �/. tel quep 2 n.Alors ladimensionde � p(E)estdonnéepardim � p(E)=Cp

n

où Cp
n désignele rapport n!� n � p � !p! .

Démonstration Notons& l’ensembledessuitesà p élémentsdistinctsetàvaleurs
dans� 1 � ����� � n � . Unesuiteélémentde & seranotée(ik)k % 1 ! # # # ! p. Soientv1,...,vp p vecteurs
deE. Pouri=1,...,net j=1,...,pil existedesscalairesαi j

� k telsquepour tout j=1,...,p
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v j
� n

∑
i % 1

αi jei
� Si f estunep-formelinéairesurE,�43 � f � v1 � ����� � vp � � ∑� ik � k ' 1 ( ) ) ) ( p *�+ αi11

�,�����-� αin p f � ei1 � ����� � ein � �
La sommeprécédenteest doncprise sur l’ensembledessuitesappartenantà & .

Etudionsplusprécisément& . Unesuitede & estcaractériséepar:
– L’ensembledesvaleursqu’elle peutprendre.
– L’ordre danslequelelleprendcesvaleurs.

Désignonsparlesentierk1<...<kp lesp valeurspouvantêtreprisesparunesuitedonnée
de & . Soienti1,...,ip et i’ 1,...,i’p deuxsuitesde & prenantleur valeursdans� k1 � ����� � kp � .
Il existe uneuniquepermutationσ de Sp telle queiσ � m � =i’ m pour tout m=1,...,p.Ré-
ciproquementsi i1,....,ip estunesuitede & et queσ estunepermutationde Sp, alors
iσ � 1� ,....,iσ � p � estuneautresuitede & prenantsesvaleursdansle mêmeensembleque
la suite(ik)k % 1 ! # # # ! p. Le sousensemblede & dessuitesqui sontà valeurdans� k1 � ����� � kp �
peutdoncêtredécritparl’ensemble� kσ � 1� � ����� � kσ � p � ;σ � Sp � . En conclusion& peutlui
êtredécritpar: & � 5

1 6 k1 7 # # # 7 kp 6 n

�
kσ � 1� � ����� � kσ � p � ;σ � Sp � �

Cepartitionementde & permetuneautreécrituredela somme(*):

f � v1 � ����� � vp � � ∑
1 6 k1 7 # # # 7 kp 6 n

∑
σ * Sp

αkσ 8 19 1 �,�����-� αkσ 8 n 9 p f � ekσ 8 19 � ����� � ekσ 8 n 9 � �
Mais commef estalternée,ceciseré-écrit:

f � v1 � ����� � vp � � ∑
1 6 k1 7 # # # 7 kp 6 n

∑
σ * Sp

αkσ 8 1 9 1 �-�����,� αkσ 8 n 9 pε � σ � f � ek1 � ����� � ekn � �
Ouencore:

f � v1 � ����� � vp � � ∑
1 6 k1 7 # # # 7 kp 6 n

� ∑
σ * Sp

αkσ 8 19 1 �,�����-� αkσ 8 n 9 pε � σ �-� f � ek1 � ����� � ekn � �
L’expressionentreparenthèsesestexactementégaleàdetek1 ( ) ) ) ( kp

(vk1,...,vkp). Notons
( pour 1 2 k1<...<kp<n) Πk1 ! # # # ! kp l’application qui à un n-uplet(v1,...,vn) associele p-
uplet (vk1,...,vkp). Notonsaussiek1 ! # # # ! kp la famille libre ek1,...,ekp . (*) admetcomme
écriture:

f � v1 � ����� � vp � � ∑
1 6 k1 7 # # # 7 kp 6 n

detek1 ( ) ) ) ( kp
0 Πk1 ! # # # ! kp � v1 � ����� � vn � f � ek1 � ����� � ekn � �

Soitencore,(v1,...,vn) étantun n-upletquelconquedevecteursdeE:

f � ∑
1 6 k1 7 # # # 7 kp 6 n

f � ek1 � ����� � ekn � detek1 ( ) ) ) ( kp
0 Πk1 ! # # # ! kp

�
Cequi estbeaucoupsplussympathique.
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On vérifie sanspeineque les fonctions detek1 ( ) ) ) ( kp
0 Πk1 ! # # # ! kp sont des formesp-

linéairesalternées.� p(E)estdoncengendréparl’ensembledesformes: = � detek1 ( ) ) ) ( kp
0

Πk1 ! # # # ! kp ;1 2 k1 ; ����� ; kp 2 n � . Remarquonsquel’ensembledesp upletsk1,...,kp tels
que1 2 k1<...<kp 2 n estdecardinalCp

n . Donc : estdecardinalCp
n . Montronspour

terminerquecettefamille est libre. Considéronsunefamille de scalaires(λi) pour i
allantde1 àCp

n . Re-indiçonscettesuitedela façonsuivante:(λk1 ! # # # ! kp)1 6 k1 7 # # # 7 kp 6 n, ce
qui serabienpluspratique.Supposonsquecettesuitevérifie:

∑
1 6 k1 7 # # # 7 kp 6 n

λk1 ! # # # ! kpdetek1 ( ) ) ) ( kp
0 Πk1 ! # # # ! kp

� 0 �
Parailleurs,si 1 2 m1<...<mp 2 n, étudions

∑
1 6 k1 7 # # # 7 kp 6 n

λk1 ! # # # ! kpdetek1 ( ) ) ) ( kp
0 Πk1 ! # # # ! kp � em1 � ����� � emp � �

Chacundestermesdetek1 ( ) ) ) ( kp
0 Πk1 ! # # # ! kp � em1 � ����� � emp � estnulsaufceluitelquek1=m1,...,kp=mp

qui vaut 1. Donc λm1 ! # # # !mp=0. On peut faire ce raisonementpour tout les p-uplets
m1,...,mp telsque1 2 m1<...<mp 2 n, cequi prouvequechacundesλm1 ! # # # !mp estnul et
quela famille : estlibre. Ouf!!!

4 Déterminant d’une matrice, d’une application linéaire

Définition Soit M=(αi j)i ! j % 1 ! # # # ! n unematricecarréeà coefficientsdansle corpsk.
Onappelledéterminantdela matriceM etonnotedet(M)le déterminantdesn vecteurs
dontlescoordonnées( dansla basecanoniquedekn) sontdonnéesparlescolonnesde
M:

det � M � � ∑
σ * Sn

ε � σ � ασ � 1� 1 �-�����,� ασ � i � i �������,� ασ � j � j �-�����,� ασ � n � n �
Proposition SoitE unk-espacevectorieldedimensionégaleàn.Soiente=(e1,...,en)

ete’=(e’1,...,e’n) deuxbasesdeE.Alors:dete(e’1,...,e’n).dete < (e1,..,en)=1( dete(e’1,...,e’n)
estinversibledansk d’inversedete < (e1,..,en).

Démonstration L’applicationqui au n-uplets(v1,...vn) de vecteursde E associe
dete < (v1,...,vn) estn-multilinéairealternée.Doncdete < (v1,...,vn)=dete < (e1,...,en).dete(v1,..,vn).
Maisdete < (e’1,...,e’n)=1 doncdete < (e1,..,en) estinversibledansk d’inverseceluiprécisé
dansla proposition.

Définition - Proposition Soit f uneapplicationlinéairedéfiniesur le k-espace
vectorielE dedimensionfinie. Soit e unebasedeE. Si Me( f ) désignela matricede f
dansla baseE, alorson appelledéterminantde f le scalairedek det(f )=detMe( f ).
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Démonstration Soit n=dim E. Il s’agit bienévidemmentdemontrerquesi e’ est
uneautrebasedeE alorsdeteMe( f )=dete < Me < ( f ), cequi garantirale sensdecettedéfi-
nition.RappelonsqueMe( f ) estla matricedontlesvecteurscolonnessontdonnéespar
lescoordonnéesdesf � ei � pouri=1,...,ndanslabasee.DoncdeteMe( f )=dete(f(e1),...,f(en)).
Demêmedete < Me < ( f )=dete < (f(e’1),...,f(e’n)).
Intéressonsnous à l’application qui au n-uplet (v1,...,vn) de vecteursde E associe
dete(f(v1),...,f(vn)). Cetteapplicationestn-linéairealternée.Doncdete(f(v1),...,f(vn)) =
dete(f(e1),...,f(en)) � dete(v1,...,vn). Enparticulier, dete(f(e’1),...,f(e’n)) = dete(f(e1),...,f(en))� dete(e’1,...,e’n). Soit encore:

dete � f � e =1 �	� ����� � f � e =n �-� � dete � Me � f �,� � dete � e =1 � ����� � e =n � �
D’autrepartl’applicationquiaun-uplets(v1,...vn) devecteursdeEassociedete < (v1,...,vn)
estelleaussin-multilinéairealternée.Doncdete < (v1,...,vn)=dete < (e1,...,en) � dete(v1,..,vn).
Sionappliquecetteformuleaun-uplets:(f(e’1),...,f(e’n)), onobtientdete < (f(e’1),...,f(e’n))
= dete < (e1,...,en) � dete < (f(e’1),..,f(e’n)). Cequi s’écrit aussi:

dete < � f � e =1 �>� ����� � f � e =n �,� � dete < � Me < � f �,� � dete < � e1 � ����� � en � �
Onaboutità l’égalité:

dete � Me � f �-� � dete � e =1 � ����� � e =n � � dete < � Me < � f �-� � dete < � e1 � ����� � en � �
Envertudela propositionprécédente( dete(e’1,...,e’n).dete < (e1,..,en)=1 ), celadonne

dete � Me � f �-� � dete < � Me < � f �-� �
Doncdet(f) estbienindépendantdela basechoisie.

5 Quelquespropriétésdu déterminant

Proposition Si f et g sontdeuxendomorphismesdu k-espacevectorielE alors

det � g 0 f � � det � g � � det � f � �
Démonstration Soitn la dimensiondeE etsoite=(e1,...,en) unebasedeE. Consi-

déronsl’applicationquiaun-uplet(v1,...,vn) devecteursdeE associedete(g(v1),...,g(vn)).
Cetteapplicationestn-multilinéairealternée.Donc

dete � g � v1 �	� ����� � g � vn �-� � dete � g � e1 �>� ����� � g � en �,� � dete � v1 � ����� � vn � �
Appliquonscetteformuleaun-uplet(f(v1),...,f(vn)), on obtient

dete � g � f � e1 �-�	� ����� � g � f � en �-�,� � dete � g � e1 �	� ����� � g � en �,� � dete � f � e1 �>� ����� � f � en �,�
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cequi estexactement
det � g 0 f � � det � g � � det � f � �

Proposition Soit M=(αi j)i ! j % 1 ! # # # ! n unematricecarréeà coefficientsdansle corps
k. Soit tM la transposéedela matriceM. Alors det(M)=det(tM).

Démonstration SiM=(αi j)i ! j % 1 ! # # # ! n alorst M=(α =i j)i ! j % 1 ! # # # ! n avecpourtouti,j=1,...,n
α =i j
� α ji et

det � tM � � ∑
σ * Sn

ε � σ � α =σ � 1� 1 �,�����,� α =σ � n � n� ∑
σ * Sn

ε � σ � α1σ � 1� �,�����-� αnσ � n � �
Commelesapplicationsσ deSn sontdesbijections,quele multiplicationestcommu-
tative,on peutécrire:

α1σ � 1� �-�����,� αnσ � n � � ασ ? 1 � 1� 1 �,�����-� ασ ? 1 � n � n �
De plus,ε étantun morphismede groupesmultiplicatifs, ε � σσ � 1 � =1 et doncε � σ � �
ε � σ � 1 � . Celadonne

det � tM � � ∑
σ * Sn

ε � σ � ασ � 1� 1 �,�����-� ασ � n � n �
Proposition SoitM unematricetriangulaireparbloc.

M �A@ M1 M =
0 M2 B

OùM1 etM2 sontdesmatricescarrés.Le déterminantdeM estégalauproduitdet(M1)� det(M2).

Démonstration OnsupposequeM estunematricecarréeàncolonnes.Onsuppose
queM1 possèdem colonnes.M2 possèdedoncn-mcolonnes.NotonsaussiM=(αi j)i ! j % 1 ! # # # ! n.
Considérons� = � σ � Sn;σ � � 1 � ����� �m � � � � 1 � ����� �m ��� . Si σ n’estpasélémentde � alors� i �C� 1 � ����� �m � tel queσ � i � �D� m E 1 � ����� � n � . Pourcetentieri, aσ � i � i=0 et

ε � σ � ασ � 1� 1 �,�����-�����,� ασ � n � n � 0 �
Donc

det � M � � ∑
σ *GF ε � σ � ασ � 1� 1 �-�����,� ασ � n � n �

Maissi σ � � alorsσ � � 1 � ����� �m � � � � 1 � ����� �m � et σ � � m E 1 � ����� � n � � � � m E 1 � ����� � n � . σ est
le produitd’unepermutationde � 1 � ����� �m � etd’unepermutationde � m E 1 � ����� � n � . Notons
S’n � m l’ensembledespermutationsde � m E 1 � ����� � n � . Onobtient:

det � M � � ∑
σ * Sm σ < * S <n ? m

ε � σσ = � ασ � 1� 1 �,������� α � σ � m � m � � ασ < � m 
 1� m 
 1
�����,� ασ < � n � n
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σ * Sm

ε � σ � ασ � 1� 1 �,������� ασ � m � m � ∑
σ < * S <n ? m

ε � σ = � ασ < � m 
 1� m 
 1
�����,� ασ < � n � n� det � M1 � � det� M2 � �

Corollair e Soit M unematricetriangulaire( supérieureou inférieure) à coeffi-
cientsdansun corpsk. Alors le déterminantde M estégalau produit deséléments
diagonauxdeM.

Démonstration Intéressonsnousen un premiertempsaux matricestriangulaires
supérieures.On remarquequesi M estd’ordre1, sondéterminantestclairementégal
à son(seul) coefficient diagonal.Supposonsquela propriétéestvraiepour toutesles
matricesd’ordren-1.Soit M unematriced’ordren. EcrivonsM sousla forme

A �H@ λ11 I-I,I
0 M = B

oùM’ estunematricetriangulairesupérieured’ordren-1etoùλ11 estle premiercoeffi-
cientdiagonaledeM. La propriétéprécédentepermetd’affirmerquedet(M)=λ11

� M’.
Appliquonsl’hypothèsede récurrence:le déterminantde M’ estégalau produit des
coefficientsdiagonauxde M’. Le déterminantde M estalorsbien égalau produit de
sescoefficientsdiagonauxet le théorèmeestdémontré.

Corollair e L’applicationidentiqueId sur le k-espacevectorieldedimensionfini
E vérifie det(Id)=1.

Démonstration Eneffet, la représentationmatricielledeId dansunebasedeE est
la matricedont les coefficientsdiagonauxsonttouségauxà 1 et qui a tout sesautres
coefficientségauxà 0. Le déterminantd’une applicationlinéaireétantcelui d’une de
sesreprésentationsmatricielles,on obtientle résultatprévu.

6 Méthodesdecalcul du déterminant

Proposition SoitM unematricecarréed’ordren àcoefficientdansk. Onnechange
pasla valeurdu déterminantdeM en:

– EffectuantuneopérationélémentairesurlescolonnesdeM.
– EffectuantuneopérationélémentairesurleslignesdeM.

Démonstration Si M=(αi j)i ! j % 1 ! # # # ! n alorsM estcomposéedesn vecteurscolonnes

v j
�KJLLLM α1 j

α2 j
...

αn j

NPOOOQ
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Le déterminantdeM estégal,pardéfinitiondudéterminantd’unematrice,audétermi-
nantdecesn vecteurs.
Effectueruneopérationsur les colonnesde M revient à additionnerλvi où λ � k et
i � � 1 � ����� � n � à unedescolonnesCj de M. Soit M’ la matriceobtenueen additionnant
λvi à la jièmecolonnedeM. On a:

det � M = � � det � v1 � ����� � vi � ����� ��� v j E λvi � ����� � vn � �
Parmultilinéaritédu déterminant,cecidevient:

det � M = � � det � v1 � ����� � vi � ����� � v j � ����� � vn � E λdet � v1 � ����� � vi � ����� � vi � ����� � vn �
etcommele déterminantestalterné,det � v1 � ����� � vi � ����� � vi � ����� � vn � � 0 et

det � M = � � det � v1 � ����� � vn � � det � M � �
Pourcequi estdesopérationsélémentairessurleslignesil suffit deconsidérerla trans-
poséedeM: uneopérationélémentairesurleslignesdeM estuneopérationélémentaire
surlescolonnesdetM, puisd’appliquercequi vient d’êtredémontré.

Proposition SoitM unematricecarréed’ordren. Soitλ � k.

det � λM � � λn � det � M � �
Démonstration Commeprécédementil suffit deremarquerquesi v1,...,vn sontles

vecteurscolonnesconstituantla matriceM alorsλv1,...,λvn sontceuxqui constituent
λM et

det � λM � � det � λv1 � ����� � λvn � �
L’applicationdéterminantétantn-linéaire,on aboutità l’égalité

det � λM � � λndet � v1 � ����� � vn � � λndet � M � �
Proposition Soit M unematricecarréed’ordren. Onchangele signedu détermi-

nantdeM si:
– OnpermutedeuxcolonnesdeM.
– OnpermutedeuxlignesdeM.

Démonstration M estconstituéedesn vecteurscolonnesvi i=1,...,n.Le détermi-
nantde M estégaleau déterminantde cesn vecteurs.Permuterdeuxcolonnesde M
revient à permuterlesdeuxvecteurscorespondantsdansla liste (v1,...,vn). Supposons
queles vecteurspermutéssoientle ièmeet le jième (i<j), L’applicationdéterminant
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étantalternée,det(v1,...,vi,...,vj,...,vn)=-det(v1,...,vj,...,vi,...,vn), cqfd. Pour ce qui est
deslignes,il suffit deconsidérerla transposéedeM.

Proposition Développementdu déterminant par rapport à une ligne ou une
colonneSoit M=(αi j)i ! j % 1 ! # # # ! n unematricecarréed’ordren à coefficientsdansk. Soit
M pq la matricecarréed’ordren-1

Mpq
� � αi j � i ! j % 1 ! # # # ! n i R% p j R% q

�
Le déterminantdeM admetcommedéveloppementparrapportà la jièmecolonne:

det � M � � n

∑
i % 1

� � 1� i 
 jαi jdet � Mi j �
etparrapportà la ièmeligne:

det � M � � n

∑
j % 1
� � 1� i 
 jαi jdet � Mi j � �

Démonstration Considéronslà encorelesvecteurscolonnesdeM

v j
�KJLLLM α1 j

α2 j
...

αn j

NPOOOQ
Considéronsaussila basecanoniquee dekn. Pourtout j=1,...,n.v j

� n

∑
i % 1

αi jei. Le dé-

terminantdeM estégalaudéterminantdesn vecteursv j. Considérantle jièmevecteur,
parmultilinéaritédel’applicationdéterminant,

det � M � � det � v1 � ����� � vn � � n

∑
i % 1

αi jdet � v1 � ������� � v j � 1 � ei � vi 
 1 � ����� � vn � �
Représentantles n vecteurs(v1,....,vj � 1,ei,vi 
 1,...,vn) par unematriceM’, on obtient
pourM’ l’écriture:

M = � JLLLLLLLLLLM
α11 I-I,I α1 j � 1 0 α1 j 
 1 I,I-I α1n

... I-I,I ... 0
... I,I-I ...

αi � 11 I-I,I αi � 1 j � 1 0 αi � 1 j 
 1 I,I-I αi � 1n

αi1 I-I,I αi j � 1 1 αi j 
 1 I,I-I αin

αi 
 11 I-I,I αi 
 1 j � 1 0 αi 
 1 j 
 1 I,I-I αi 
 1n
... I-I,I ... 0

... I,I-I ...
αn1 I-I,I αn j � 1 0 αn j 
 1 I,I-I αnn

NPOOOOOOOOOOQ
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Par transpositiondesligneset descolonnesdeM’, on transformela matriceM’ en
la matriceM”:

M = = � JLLLM 1 α12 I,I-I α1 j � 1 α1 j 
 1 I,I,I α1n

0
... Mi j

0

NPOOOQ
M” esttriangulaireparbloc.De plus,commeM” estobtenueà effectuanti-1 transpo-
sitionssur les lignesde M’ et j-1 transpositionsur lescolonnesde M’, le det(M’)=(-
1)i 
 jdet(M”). Maisdet(M”)=det(Mi j). Donc

det � M � � n

∑
i % 1

αi j � � 1� i 
 jdet � Mi j � �
Pourcequi estdu développementsuivantleslignes,il suffit derefairele mêmecalcul
avecla transposéedeM.

Définition SoitM=(αi j)i ! j % 1 ! # # # ! n unematricecarréed’ordren. SoitM pq la matrice
carréed’ordren-1

Mpq
� � αi j � i ! j % 1 ! # # # ! n i R% p j R% q

�
Onappellematriceadjointedela matriceM lamatricecarréd’ordren M’=( α =i j)i ! j % 1 ! # # # ! n
où S i,j=1,...,n,αi j=(-1)i 
 jdet(Mi j).

Définition Onappellecomatricedela matricecarréeM la transposéedela matrice
adjointedeM.

Proposition Si M estunematricecarréed’ordren et queM T estla comatricede
M alorsM.M T =M T .M=det(M).Id.

Démonstration SupposonsqueM=(αi j)i ! j % 1 ! # # # ! n etqueM T =M=(α =i j)i ! j % 1 ! # # # ! n. Alors

M.M T =(βi j)i ! j % 1 ! # # # ! n avecβi j
� n

∑
k % 1

αikα =k j. Donc

�43 � βi j
� n

∑
k % 1

� � 1� j 
 kαikdet � M jk � �
Supposonsquei �� j et remplaçonsdansla matriceM la jième ligne par la ième.Dé-
velopponsensuitecettedernièrematricesuivant cette jième ligne. On obtient pour
le déterminantde cettematriceexactementl’expression(*). Mais cettematricepos-
sédantdeux lignes égalesa un déterminantnul. Donc si i �� j, βi j=0. Si i=j, βi j

�
n

∑
k % 1

� � 1� j 
 kαikdet � Mik � qui estexactementégaleaudéveloppementdedet(M) suivant

la ièmeligne.doncβii=det(M).EnconclusionM.M T =det(M).Id.
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Travaillons maintenantsur le produit M T .M. Posonsici encoreM T .M=(βi j)i ! j % 1 ! # # # ! n
avecβi j

� n

∑
k % 1

α =ikαk j. Donc

�43U3 � βi j
� n

∑
k % 1

� � 1� j 
 kdet � Mki � � αk j
�

Si i �� j, onremplacela ièmecolonnedeM parla jième.Développantcettenouvellema-
trice suivantcetteièmecolonne,on obtientexactementl’expression(**). On termine
alorscommeprécédemment.

Théorème Soit M unematricecarréed’ordre n. M est inversibledansl’anneauV
n(k) si et seulementsi sondéterminantestnon nul. De plus,dansle casoù M est

inversible,la matriceinversedeM estégaleà,M T étantla matriceadjointedeM

M � 1 � � det � M �,� � 1 �M T
et

det � M � 1 � � � det � M �,� � 1 �
Démonstration Si M estunematricecarréeinversible,alorsil existeunematrice

N de mêmeordre que M telle que M.N=N.M=Id. Donc det(M.N)=det(Id)=1.Mais
det(M.N)=det(M).det(N).Donc det(M) est inversibledansk ( et est par conséquent
nonnul) et det � M � 1 � � � det � M �-� � 1 � Supposonsquedet(M) estnonnul et calculons.
NotonsM T la matriceadjointedeM. La propositionprécédentedonneM.M T = M T .M
= det(M).Id.Commedet(M) estnonnul, det(M) estinversibleet il enestdemêmede
M. Onobtientalorsexactementl’expressionvouluepourM � 1.

Le calcul de la matriceadjointed’une matriceoffre doncun moyen de calculer
l’in versedecettematrice.Cecalcul estcependantsouvent trèslaborieux.Cettetech-
nique est utilisée en particulier pour résoudredessystèmesd’équationsdu premier
degré.(SystèmedeCramer).


