Plrécompacitéetthéorémed’As-
coli

1 Intr oduction

Le théoremed’Ascoli estun profondrésultatd’analysefonctionnelle.ll nousser
vira aillustrerla puissancelu formalismetopologiquesurdesespaceabstraitcomme
les espacesle fonctions.Afin d'établir sadémonstrationnousintroduironsla notion
d'espacegprécompactsLa précompacitéhousdonneraun critére de compacitédes
espacesomplets.

2 Précompacité
On considéeralanscettepartieun espacanétrique(X,d).

Définition Ondit quela famille {x;;i = 1,...,p} d’élémentsde X estun e-réseau

p
de X siX= U§(>q ,€) ol B(x,€) désignda bouleferméede centrex etderayone.
i=1
Définition Ondit que(X,d) estprécompactsi Ve > 0l existeun e-réseaude X.

Proposition Si (X,d) estprécompactalorspourtout sousensembley de X muni
dela métriqueinduite (notée parakusd’écriture,d):

— (Y,d) estprécompact.
— (Y,d) estprécompact.

Démonstration
— Montronsque (Y,d) estprécompactSoit € > 0 et soit {X;;i = 1,...,p} ung/2-
p

réseaule X. En particulier ona Y C | JB(%;,€/2). NommonsA la sousfamille
de{x;i =1,...,p} deséléments; telslcjaeE(xi,a/Z) intersecteéy. On peutécrire:
YC OE(xi,s/Z). Le problemeestqueles x; de A ne sontpasnécessairement
élén|1:elntsde Y. Par contre,commepour tout x; de A, B(x,/2)NY # 0, dans
chacunadecesintersectionspn peuttrouver un élémenty; deA tel que

B(xi,€/2) C B(yi,e).

Lafamille {y;} estalorsune-réseauwdeY.



— Montronsque(Y,d) estprécompacsi (Y,d) I'est. Soite > 0. Soit {x;;i = 1,...,n}
P

une réseauleY. Onpeutdoncécrire:Y C | JB(x;€) etdonc
i=1

o

Y c | |B(x,¢).
i=1

P
Mais ceciimpliquequeY c | JB(x;,€), cafd.
i=1

Théoréme Onaéquialenceentre:

— (X,d) estcompact.
— (X,d) estprécompacetcomplet.

Démonstration

— Supposongjue X estcompact.Soit € > 0 et soit le recouvremenbuvert de X:
(B(x,€))xex.- CommeX estcompact,on peuten extraire un recouvremenfini
dela forme (B(xi,£))i=1,..,n Ol lesx; sontdeséléementsdde X. On aainsiprouvé
I'existenced’un e-réseauD’autrepart,on saitquetout espacenétriquecompact
estcomplet.

— Supposon¥ précompactt complet.Supposonsle plusque X n’estpascom-
pact.Soitla suitederéels(en)nein Choisieensortequ’elle soit corvergentevers
0.CommeX estprécompact] existeunegp-réseaweX: {x;i = 1,...,n}. Comme
X n’estpascompacton peuttrouver unrecouvremenouvertde X : (Up)nen tel
gu’aucunesousfamille finie decerecouvrementerecouvreX. Enparticulier il
existeunebouleBy=B(xi,&0) (ol x; estun élémenidu go-réseaujelle qu’aucune
sousfamille fini de (Up)neiv Ne la recouvre.On recommencée mémeraison-
nementauseindu sousespacegrécompacBy=B(x;,£p). On choisitun g;-réseau
de Bo: {y1,-...,ym}. Cecinouspermetde construireune boule B;=B(yx,€1) ou
Yk estun élémentdu €;-réseaula bouleB; esttelle qu'aucunesousfamille de
(Un)nen Nela recouvre.On construitpar récurrenceet par cetteméthodeune
suitedécroissantele boulesfermées(Bp)neiv telle queB; a pourrayone;. Au-
cunesousfamille finie de (Up)nein Nerecouvreun élément; de cettesuite.Par
contre,comme(Bp)nein €Stunesuitede sousensemblale X dontle diamétre(
diamétrede Bx=¢x ) tendversO0 et que X estcomplet,il existe un élémentx de
X tel queﬂBi = {x}. x étantélémentde X et (Up)nen €tantunefamille dont

i>0
la réunionestégalea X, il existeun élémentJ; de (Un)nen tel quexe U;. Mais
U; estun ouvertde X. On peutdonctrouver un réel strictemenfpositif € tel que
B(x,€) C U;. Maiscommex estélémentdechaqueBy pourk € IN etque(€n)nein
tendvers0, on peuttrouver uneboule By de rayonsufisemmentpetit en sorte
gu’elle soit toute entiérecontenuedansB(x,g). Cetteboule By esttout entiere



dansU; etestparconséquentecouvrableparunesousfamille finie de (Un)nein -
Ceci esten contradictionavec ce que nousconnaissonsle (Bp)nein €t prouve
quenotrehypothéseale départestfausseAinsi X estcompact.

Ajoutonsla définitionsuivante:

Définition Ondiraqu’unsousespaceéd d'un espacdopologique(Z,0) estrelati-
vementcompact(pourla topologieinduite) si sonadhérencestcompact.

3 Théoremed’Ascoli

On consideredanscettesectiondeux espacesnétriques(X,d) et (Y,d). Nousal-
lonstravailler surl’'espaceC(X,Y) desapplicationsontinuesie X dansY. Nousallons
supposeque(X,d) estun espacanétriquecompactAinsi on pourramunir C(X,Y) de
la topologiedela corvergenceuniforme.On notera,commed’habitude si f etg sont
desélémentgle C(X,Y), [||f —d|| —supS( (¥),9(x)). Rappelonswussiquesi (Y,d) est

completalorsil enestdemémede C(X Y)

Définition SoitA unepartiede C(X,Y). OndiraqueA estéquicontinuesurX si

Ve>03n > 0;VF € AVxy € X;d(xy) <n = 8(f(x),f(y)) <e.

Onremarqueguel’équicontinuitéestunegénéralisationle 'uniforme continuité.

Théoréme d'Ascoli SoitA unepartiede C(X,Y). Onaéquialenceentre:
— A estéquicontinuesurX.

— A estrelatvementtompactansC(X,Y) munidelatopologiedela corvergence
uniforme.

Démonstration

— SupposongjueA estrelatvementcompact.Montronsque A estéquicontinue.
Choisissonaun réel e>0. CommeA estcompact,on peuttrouver une famille
n

(fi)iz1,.,n d’élémentsde A tel que A C U B(fi,&/3). Soit f un élémentde A.

i=1
On chercheun réeln indépendantle f €A tel que pour tout x,yeX vérifiant
d(x,y)<n alorsd( f (x),f(y)) < €. Prenongloncx ety dansX. Ona, parl'inégalité
triangulaire pourtouti=1,..,n:

8(f(x),f(¥)) <8(f(x),fi(x) +3(fi(x), fi(y)) + 8(fi(y), f (¥))-



De pluscommef estélémentde A et que A estrecouert par desboulesde
rayone/3 etdecentreles fj, onpeuttrouverk dans{1,...,n} tel que f €B(f,e).
En utilisantl'inégalité précédentelansle casou i=k, on montreque

(10, T(¥)) < 5 +8(f), i) + 5.

Lesapplicationsf; pouri € {1,..,n} sontuniformémentontinuesurX carconti-
nuessurun compact.Pourtout x,yeX, on peutdonctrouver un réeln; tel que
d(x,y)<ni = 9(fi(x),fi(y)) < ¢/3.Posons

inf
n= Qlﬂ
Alors si d(x,y)<n, on a, pour touti=1,..,n,8(fi(x), fi(y)) < €/3. Cetteinégalité
esthienévidemmenvraie si i=k, ce qui nousprouwe, en utilisantla majoration
précédentele d( f (x),f(y)) que

d(f(x),f(y)) < 3+3+§

Le réeln estbienindépendantle f. Ainsi la famille A estéquicontinue.
Supposongjue A estéquicontinueNous voulonsmontrerque A estcompact.
Celarevienta montrerquece sousensemblele C(X,Y) estprécompacetcom-
plet. CommeA estfermé,on sait qu'il estcompletcommesousespaceermé
d’un espaceomplet.Resteamontrergu’il estprécompactMaisil sufit, d’aprés
la propositiondémontréeau dékut de ce theme,de prouver que A estprécom-
pact.Nousallonsdevoir déterminerae donné unefamillefinie F d’élémentsie
A tel que

Ac [JB(f,e).

feF

Ladifficulté principalealaquellenoussommesonfrontéestcelledecaractériser
lesensembleB( f,€). Autrementdit, si f estdonnéedansA, commentdécrire
'ensembledesg €A tels que d(f,g) = sup6( (¥),9(x)) < €. A prioris, pour

trouver un tel g dansA, il fautvérifier autantd inégalitésqu’il y a de pointsx
dansX!!l Essayonsloncde trouver desconditionsplus génériquesurg et qui
nousgarantissena majorationdésirée.

CommeX estcompact,l estprécompactCommeA estéquicontinuejl existe
n>0 tel qued(x,y)<n = &(f(x),f(y)) < &/3etd(g(x),9(y)) < /3. Choisissons
alorsunn-réseald = {x,...,Xn} de X. Supposonsjuenotreapplicationvérifie
la conditionsuivante:Pour tout n>0 et tout n-réseaude X correspondant,

Vi€ {1,...,n},0(f(x;),a(xi)) < €/3.

Alors on peutaffirmer que &(f,g) < €. En effet, pour tout x dansX et tout
i=1,...,n,

8(f(2),9(x)) < 8(f(x),f(x)) +8(f (x),9(x)) +8(9(x),9(x))-



Ona, pourleséléments; deA etpourtoutx vérifiantd(x;,x)<n: 8( f (x),f(x)) <
g/3etd(f(x),f(x)) < €/3. Cecinousdonnealorsbiend(f,g) < €.
Formonsdeslors une secondehypothéseOn se donne un &/6-réseaude Y
= ={yj;j =1,..,m} eton supposeque g vérifie :

Vx; € m3yk € m/f(xi) € B(yk,£/6)etg(xi) € B(yk,£/6).

Si g vérifie cettesecondénypothesealorspourtouti=1,..,n,d(f(xi),g(x)) < € et

g vérifie la premiérehypothéseCeciimplique queg vérifie 'inégalité d(f,g) <
€. Nousdisposonsnaintenant’un critereutilisablepour savoir si unefonction
g deA vérifie d(f,g) < €. Posons

T={¢:6—>=}
etsi @ estélémentdeT,
Ap={f € AVx € Af(x) € B(®(x),e/6)}.

RemarquongueT estdecardinalfini (card(T)=m"). Remarquonaussiquepour
tout f €A, il existeun élémentp de T tel que f € Ay. En effet, commeY est
recourertpardesboulesderayone/6 etdecentrelesy; de=, toutx; deA apour
imagepar f unélémentf (x;) qui estcontenwdans’une decesboules B(yj,e/6)
par exemple.On définit alorsnotreapplicationg par ¢(x;) = yj. Noussommes
alorsenmesured’écrirel'inclusion

Ac A
QT

Choisissonsin élémentf, danschaqueA . AppelonsB I'ensembledesf,, ainsi
choisis.B estun e-réseaude A: si f estélémentde Ay alors f et f, vérifient
toutesles deuxla secondénypothéseMais celle ci implique qued(f,fy) < € et
doncque f €B(fy.€). Autrementdit Ay CB(fy,€) et

Ac |JB(fye).
QT

T étantdecardinalfini, cerecouvremendeA estfini. Ceciprouwela précompa-
cité deA etterminela démonstration.



