
Précompacitéet théorèmed’As-
coli
1 Intr oduction

Le théorèmed’Ascoli estun profondrésultatd’analysefonctionnelle.Il nousser-
vira àillustrer la puissanceduformalismetopologiquesurdesespacesabstraitscomme
les espacesde fonctions.Afin d’établir sadémonstration,nousintroduironsla notion
d’espacesprécompacts.La précompaciténousdonneraun critère de compacitédes
espacescomplets.

2 Précompacité

Onconsidèredanscettepartieunespacemétrique(X,d).

Définition On dit quela famille
�
xi; i � 1 ��������� p � d’élémentsdeX estun ε-réseau

de X si X=
p�

i � 1

B 	 xi � ε 
 où B 	 x � ε 
 désignela bouleferméedecentrex et derayonε.

Définition On dit que(X,d) estprécompactsi � ε � 0 il existeun ε-réseaudeX.

Proposition Si (X,d) estprécompact,alorspourtout sousensembleY deX muni
dela métriqueinduite(notée,parabusd’écriture,d):

– (Y,d) estprécompact.
– (Y ,d) estprécompact.

Démonstration
– Montronsque(Y,d) estprécompact.Soit ε � 0 et soit

�
xi; i � 1 ��������� p � un ε 
 2-

réseaudeX. En particulier, on a Y �
p�

i � 1

B 	 xi � ε 
 2
 . NommonsA la sousfamille

de
�
xi; i � 1 ��������� p � desélémentsxi telsqueB 	 xi � ε 
 2
 intersecteY. Onpeutécrire:

Y �
p�

i � 1

B 	 xi � ε 
 2
 . Le problèmeestque les xi de A ne sontpasnécessairement

élémentsde Y. Par contre,commepour tout xi de A, B 	 xi � ε 
 2
�� Y �� /0, dans
chacunedecesintersections,on peuttrouverun élémentyi deA tel que

B 	 xi � ε 
 2
�� B 	 yi � ε 
��
La famille

�
yi � estalorsun ε-réseaudeY.
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– Montronsque(Y ,d) estprécompactsi (Y,d) l’est. Soit ε � 0. Soit
�
xi; i � 1 ��������� n �

un ε réseaudeY. Onpeutdoncécrire:Y �
p�

i � 1

B 	 xi � ε 
 etdonc

Y �
p�

i � 1

B 	 xi � ε 
��

Mais ceci impliquequeY �
p�

i � 1

B 	 xi � ε 
 , cqfd.

Théorème Onaéquivalenceentre:

– (X,d) estcompact.
– (X,d) estprécompactetcomplet.

Démonstration
– SupposonsqueX estcompact.Soit ε � 0 et soit le recouvrementouvert de X:

(B(x,ε))x � X . CommeX estcompact,on peut en extraire un recouvrementfini
de la forme(B(xi,ε))i � 1 � � � � � n où lesxi sontdesélémentsdeX. On a ainsiprouvé
l’existenced’un ε-réseau.D’autrepart,onsaitquetoutespacemétriquecompact
estcomplet.

– SupposonsX précompactet complet.Supposonsdeplus queX n’est pascom-
pact.Soit la suitederéels(εn)n � IN choisieensortequ’elle soit convergentevers
0.CommeX estprécompact,il existeunε0-réseaudeX:

�
xi; i � 1 ��������� n � . Comme

X n’estpascompact,onpeuttrouverunrecouvrementouvertdeX : 	 Un 
 n � IN tel
qu’aucunesousfamillefinie decerecouvrementnerecouvreX. Enparticulier, il
existeunebouleB0=B(xi,ε0) (oùxi estunélémentduε0-réseau)tellequ’aucune
sousfamille fini de 	 Un 
 n � IN ne la recouvre.On recommencele mêmeraison-
nementauseindu sousespaceprécompactB0=B(xi,ε0). Onchoisitun ε1-réseau
de B0:

�
y1 ����������� ym � . Ceci nouspermetde construireunebouleB1=B(yk,ε1) où

yk estun élémentdu ε1-réseau.La bouleB1 esttelle qu’aucunesousfamille de
	 Un 
 n � IN ne la recouvre.On construitpar récurrenceet par cetteméthodeune
suitedécroissantedeboulesfermées	 Bn 
 n � IN telle queBi a pour rayonεi. Au-
cunesousfamillefinie de 	 Un 
 n � IN nerecouvreun élémentBi decettesuite.Par
contre,comme 	 Bn 
 n � IN estunesuitedesousensembledeX dont le diamètre(
diamètredeBk=εk ) tendvers0 et queX estcomplet,il existeun élémentx de
X tel que �

i � 0

Bi � �
x � . x étantélémentde X et 	 Un 
 n � IN étantunefamille dont

la réunionestégaleà X, il existeun élémentUi de 	 Un 
 n � IN tel quex � Ui. Mais
Ui estun ouvertdeX. On peutdonctrouverun réelstrictementpositif ε tel que
B 	 x � ε 
�� Ui. Maiscommex estélémentdechaqueBk pourk � IN etque 	 εn 
 n � IN

tendvers0, on peuttrouver unebouleBk de rayonsuffisemmentpetit en sorte
qu’elle soit touteentièrecontenuedansB 	 x � ε 
 . CettebouleBk est tout entière
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dansUi etestparconséquentrecouvrableparunesousfamillefinie de 	 Un 
 n � IN .
Ceci esten contradictionavec ce quenousconnaissonsde 	 Bn 
 n � IN et prouve
quenotrehypothèsededépartestfausse.Ainsi X estcompact.

Ajoutonsla définitionsuivante:

Définition On dira qu’un sousespaceA d’un espacetopologique(Z, � ) estrelati-
vementcompact(pourla topologieinduite)si sonadhérenceestcompact.

3 Théorèmed’Ascoli

On considèredanscettesectiondeuxespacesmétriques(X,d) et (Y,δ). Nousal-
lonstravailler surl’espace� (X,Y) desapplicationscontinuesdeX dansY. Nousallons
supposerque(X,d) estunespacemétriquecompact.Ainsi onpourramunir � (X,Y) de
la topologiedela convergenceuniforme.On notera,commed’habitude,si f et g sont
desélémentsde � (X,Y), ��� f  g ����� sup

x � X
δ 	 f 	 x 
�� g 	 x 
!
 . Rappelonsaussiquesi (Y,δ) est

completalorsil enestdemêmede � (X,Y).

Définition Soit A unepartiede � (X,Y). Ondira queA estéquicontinuesurX si

� ε � 0" η � 0; � f � A � x � y � X ;d 	 x � y 
$# η % δ 	 f 	 x 
�� f 	 y 
&
'# ε �

Onremarquequel’équicontinuitéestunegénéralisationdel’uniforme continuité.

Théorème d’Ascoli SoitA unepartiede � (X,Y). Ona équivalenceentre:
– A estéquicontinuesurX.
– A estrelativementcompactdans� (X,Y) munidela topologiedela convergence

uniforme.

Démonstration
– SupposonsqueA estrelativementcompact.MontronsqueA estéquicontinue.

Choisissonsun réel ε>0. CommeA est compact,on peut trouver une famille

	 fi 
 i � 1 � � � � n d’élémentsde A tel queA �
n�

i � 1

B 	 fi � ε 
 3
 . Soit f un élémentde A.

On chercheun réel η indépendantde f � A tel quepour tout x,y � X vérifiant
d(x,y)<η alorsδ 	 f 	 x 
�� f 	 y 
!
(# ε. Prenonsdoncx ety dansX. Ona,parl’inégalité
triangulaire,pourtout i=1,..,n:

δ 	 f 	 x 
�� f 	 y 
!
*) δ 	 f 	 x 
�� fi 	 x 
&
,+ δ 	 fi 	 x 
�� fi 	 y 
!
,+ δ 	 fi 	 y 
�� f 	 y 
&
��
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De plus comme f estélémentde A et queA est recouvert par desboulesde
rayonε 
 3 etdecentreles fi, onpeuttrouverk dans

�
1 ��������� n � tel que f � B 	 fk � ε 
 .

Enutilisantl’inégalitéprécédentedansle casoù i=k, on montreque

δ 	 f 	 x 
�� f 	 y 
!
*) ε
3
+ δ 	 fk 	 x 
�� fk 	 y 
!
,+ ε

3
�

Lesapplicationsfi pouri � � 1 ������� n � sontuniformémentcontinuessurX carconti-
nuessur un compact.Pourtout x,y � X, on peutdonctrouver un réel ηi tel que
d(x,y)<ηi % δ 	 fi 	 x 
�� fi 	 y 
!
$# ε 
 3. Posons

η � n
inf
i � 1

ηi �
Alors si d(x,y)<η, on a, pour tout i=1,..,n,δ 	 fi 	 x 
�� fi 	 y 
!
-# ε 
 3. Cetteinégalité
estbienévidemmentvraiesi i=k, cequi nousprouve,enutilisant la majoration
précédentedeδ 	 f 	 x 
�� f 	 y 
&
 que

δ 	 f 	 x 
�� f 	 y 
&
'# ε
3
+ ε

3
+ ε

3
� ε �

Le réelη estbienindépendantde f . Ainsi la familleA estéquicontinue.
– SupposonsqueA estéquicontinue.NousvoulonsmontrerqueA estcompact.

Celarevient à montrerquecesousensemblede � (X,Y) estprécompactet com-
plet. CommeA est fermé,on sait qu’il estcompletcommesousespacefermé
d’un espacecomplet.Resteàmontrerqu’il estprécompact.Maisil suffit, d’après
la propositiondémontréeau début de ce thème,de prouver queA estprécom-
pact.Nousallonsdevoir déterminer, àε donné,unefamillefinie F d’élémentsde
A tel que

A � �
f � F

B 	 f � ε 
.�

La difficultéprincipaleàlaquellenoussommesconfrontéestcelledecaractériser
les ensemblesB 	 f � ε 
 . Autrementdit, si f estdonnéedansA, commentdécrire
l’ensembledesg � A tels que δ 	 f � g 
/� sup

x � X
δ 	 f 	 x 
�� g 	 x 
&
0) ε. A prioris, pour

trouver un tel g dansA, il faut vérifier autantd’inégalitésqu’il y a de pointsx
dansX!!! Essayonsdoncde trouver desconditionsplusgénériquessurg et qui
nousgarantissentla majorationdésirée.
CommeX estcompact,il estprécompact.CommeA estéquicontinue,il existe
η>0 tel qued(x,y)<η % δ 	 f 	 x 
�� f 	 y 
&
'# ε 
 3 et δ 	 g 	 x 
�� g 	 y 
!
1# ε 
 3. Choisissons
alorsun η-réseau∆ � �

x1 ��������� xn � deX. Supposonsquenotreapplicationvérifie
la conditionsuivante:Pour tout η>0 et tout η-réseaudeX correspondant,

� i � �
1 ��������� n �2� δ 	 f 	 xi 
�� g 	 xi 
!
$# ε 
 3 �

Alors on peut affirmer que δ 	 f � g 
3# ε. En effet, pour tout x dansX et tout
i=1,...,n,

δ 	 f 	 x 
�� g 	 x 
!
1) δ 	 f 	 x 
�� f 	 xi 
!
,+ δ 	 f 	 xi 
�� g 	 xi 
!
,+ δ 	 g 	 xi 
�� g 	 x 
&
��
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Ona,pourlesélémentsxi de∆ etpourtoutx vérifiantd(xi,x)<η: δ 	 f 	 x 
�� f 	 xi 
!
4#
ε 
 3 etδ 	 f 	 x 
�� f 	 xi 
&
�# ε 
 3. Cecinousdonnealorsbienδ 	 f � g 
'# ε.
Formonsdèslors une secondehypothèse:On se donne un ε/6-réseaude Y
Ξ � �

y j; j � 1 �������m � et on supposequeg vérifie :

� xi � " yk � 
 f 	 xi 
$� B 	 yk � ε 
 6
 etg 	 xi 
$� B 	 yk � ε 
 6
��
Si g vérifiecettesecondehypothèsealorspourtout i=1,..,n,δ 	 f 	 xi 
�� g 	 xi 
!
(# ε et
g vérifie la premièrehypothèse.Ceci impliquequeg vérifie l’inégalité δ 	 f � g 
$)
ε. Nousdisposonsmaintenantd’un critèreutilisablepoursavoir si unefonction
g deA vérifie δ 	 f � g 
$) ε. Posons

T � �
φ : δ 5 Ξ �

et si φ estélémentdeT,

Aφ � �
f � A; � xi � ∆ f 	 xi 
$� B 	 φ 	 xi 
�� ε 
 6
6�7�

RemarquonsqueT estdecardinalfini (card(T)=mn). Remarquonsaussiquepour
tout f � A, il existe un élémentφ de T tel que f � Aφ. En effet, commeY est
recouvertpardesboulesderayonε 
 6 etdecentrelesy j deΞ, toutxi de∆ àpour
imagepar f unélémentf 	 xi 
 qui estcontenudansl’une decesboules,B 	 y j � ε 
 6

par exemple.On définit alorsnotreapplicationφ par φ 	 xi 
�� y j. Noussommes
alorsenmesured’écrirel’inclusion

A � �
φ � T

Aφ �

Choisissonsun élémentfφ danschaqueAφ. AppelonsB l’ensembledes fφ ainsi
choisis.B estun ε-réseaude A: si f estélémentde Aφ alors f et fφ vérifient
touteslesdeuxla secondehypothèse.Mais celleci impliquequeδ 	 f � fφ 
1# ε et
doncque f � B 	 fφ � ε 
 . Autrementdit Aφ � B 	 fφ � ε 
 et

A � �
φ � T

B 	 fφ � ε 
��

T étantdecardinalfini, cerecouvrementdeA estfini. Ceciprouvela précompa-
cité deA et terminela démonstration.
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