Topologiedela convergencesimple
et de la convergenceuniforme

1 Intr oduction

Beaucoupsi'objets mathématiques’obtiennenten Analyse,par passage la li-
mite. Ainsi on peutdéfinir, parexemple la fonctionexponentielle(réelle)par: si x est
élémendelR

. X1
exp(x) = lim (1+ =)7.

n—o n
Le problemequi seposetrésvite estde savoir lesquelleslespropriétésdestermesde
la suitesontconservéesu niveaude la limite. Un autreproblémeestcelui de préci-
serla corvergencede la suite de fonction: corvergencepoint par point, corvergence
“globale™?Nousverronsdanscettelegconquecesdeuxquestionsontliées.

2 Topologiedela corvergencesimple

SoitX unensemblet(Y,0) un espacdopologique.

Définition Soit(fn)nen Unesuitedefonctionsde X dansY et f unefonctiondeX
dansY. Ondit que(fn)nein convergesimplementversf pourla topologiedeY quand
ntendversl’ infini sivx € X, fy(X) tendvers f(x) quandn tendversl'infini.

Définition Cecipermetde définirunetopologiesur F (X,Y): I'ensembledesfonc-
tions de X dansY. Cettetopologiesur £ (X,Y) estla topologie de la corvergence
simple:

— Ondéfinittoutd’abordles"fermés"parla propriétésuivante:
“F C F(X,Y) estunfermé< F estvide ou alorstoutesuite( fn)neny d’éléments
de F qui converge simplementversun élémentf de F(X,Y) asalimite f dans
F.
Autremementit, F estfermési et seulemensi F estvide ou alorssi pour tout
élémentf de F(X,Y) qui estlimite simpled’'une suited’élémentsde F, f est
élémenteF.

— On définit naturellementes élémentsde notre topologie en affirmant que les
ouvertsde F (X,Y) sontlescomplémentairedesfermésde 7 (X,Y).

Remarque les™ utilisésautourdu mot fermédansla définition précédentesont
la pourprécisen’idée qu'il nousfautmontrerquelesensemblesinsidéfinisvérifient
bienlesaxiomesd'unetopologieet sontdoncbiendesfermés.



Démonstration

— |I estclaire que I'ensemblevide et F(X,Y) tout entier sont des"fermés" de

— Soit(F)i=1..n unefamillefinie defermésde 7 (X,Y). MontronsqueF, laréunion
desélémentslecettefamille, estencoreunferméde ¥ (X,Y). Soitdonc( fp)nen
unesuite corvergented’élémentsde F et f € 7(X,Y) la limite de cettesuite.
Il existe un fermé Fj, de notre famille de ferméequi contientune infinité de
termesde la suite (fo)nein. ( Si cettederniéreaffirmation était faussechaque
F; contiendraitun nombrefini d’élémentsde la suite (fn)nein, pourtouti=1..n
et donc la suite (fn)nev NE pourrait prendrequ’un nombrefini de "valeurs".
Nécessairement seraitune de ses"valeurs"etf seraitélémentde F cqfd.) En
extrayantdela suite(fy)nein la suitedesélémentsie (fn)neinv qui sontéléments
deF;,, onfabriqueunesoussuitede (fn)nein inclusedanskF;,. Mais toutesous
suite d'une suite corvergenteest corvergenteet corverge versla mémelimite
quela suitededépart.Doncla soussuiteestconvergente Mais F;, étant'fermé"
lalimite f denotresoussuiteestdansF;,. etdoncestélémenideF.

— Vérifions le dernieraxiomede la topologie. Soit donc maintenant(F);c; une
famille quelconquede "fermés"de 7 (X,Y). MontronsqueF, I'intersectionde
tout les élémentae cettefamille estencoreun "fermé"”. Soitdonc( fn)nen UNE
suitecorvergented’élémentdeF etsoit f € F(X,Y) salimite. Pourtouti € I,
(fn)nein estinclusedansF;. Mais chaqueF; étant"fermé", la limite de (fy)nen
estélémenteF;. f estdoncélémentdeF; pourtouti € | etestdoncélémenide
I'intersectiondetoutles élémentsie cettefamille F.

On peutmaintenangffirmer quenos"fermés"sontbiendesfermés.

3 Topologiede la convergenceuniforme

X désignainensemblet(Y,||||) désignaunk-espacevectorielnormé(k=IRoulC).
Ons'intéress@ B(X,Y)={f : X — Y /sup|| f(X) ||< «)}.
xeX

Remarque Ons'intéressesouentdanda pratiqgueadesensembleX munisd’'une
topologielesrendantcompactsOn considéreralors,enlieu et placede B(X,Y) I'en-
sembleC(X,Y) desfonctionscontinuesde X dansY ( continuespour lestopologies
respectiesdeX etY). Danscecas.enraisondufait quel’applicationx —|| f(x) || est
continue(composéal’applicationcontinue),que X muni de satopologieestcompact
et quetout fonction continuea valeursréelleset définiesurun compactestbornée on
a: C(xX,Y) € B(X,Y).

Définition On définit sur B(X,Y) unelois externepar .: kx B(X,Y) —B(X,Y)
(u,f)— vu.f ouv.f estl'applicationde X dansY quiax € X associa. f(x).



OndéfinitaussisurB(X,Y) uneloisinternepar+:B(X,Y) x B(X,Y) —B(X,Y), (f,g) —
f + g, o0 f + g désignd’applicationqui atoutx de X associd'élémentf(x)+g(x). ( +
désigneci laloisinternedeY).

Proposition B(X,Y) munisdela lois interneet de la lois externeprécédemment
définieestun k-espacevectoriel.

Démonstration Il sufiit de remarquerque, en vue desaxiomesdéfinissantune
norme,unesommede fonctionbornéesestbornéeet le produitd’'unefonctionbornée
parun scalaireestencoreunefonction bornée Les autresaxiomesd'espacevectoriel
sedémontrentacilement.

Définition On supposéci que X estmuni d’'une topologiequi le rendcompact.
On définit sur C(X,Y) unelois externepar.: kx C(X,Y)—C(X,Y) (uv,f)— v.f ou
v.f estl'applicationde X dansY quiax € X associa. f (x).

Ondéfinitaussisur C(X,Y) uneloisinternepar+:C(X,Y) x C(X,Y)—C(X,Y), (f,g) —
f 4+ 90, o0 f + g désignd’applicationqui atoutx de X associd'élémentf(x)+g(x). ( +
désigndci la lois internedeY).

Proposition En supposangue X estmuni d’une topologiele rendantcompact,
C(X,Y) estsousk-espacesectorielde B(X,Y) pourleslois interneset externesdéfinis
précédemment.

Démonstration La sommede deuxfonctionscontinuesiéfiniesd’'un espaceopo-
logiqueX dansun espacerectorielnorméY estuneapplicationcontinue.De mémele
produitd’un scalaireetd’'unefonctionainsidéfinieestaussiuneapplicationcontinue.

Définition Si f € B(X,Y) (resp.f € C(X,Y)), onpose:
Ifl=suplf (9

Proposition L'application||| ||| précédemmendéfinie estune normesur B(X,Y)
(resp.C(X,Y)).

Démonstration Choisissond et g dansB(X,Y) (resp. C(X,Y)). Par définition
de B(X,Y) (resp.C(X,Y)), |||||| estune applicationbien définie sur B(X,Y) (resp.
C(X,Y)). (Elle estavaleurdansiR etnondansiRU{}). ||| ||| estmémea valeurdans
IR*. Deplus:||| f|||=0 < sud|f(X)||=0< || f(X)||=0Vx € X & f =0, cequi prouwele

XEX

premieraxiomed'unenorme.
D'autre part,siA € k. |[\F[=SUgiAT (9] = SUAIIIf QOII=NIsupf OOl =ATI

Cequi nouspermetdevallderle deUX|emeaX|omed une norme
Enfin, ||| +g][|= Sunl(f+g)( X)||< Su|0(||f||+||9||)<SU|0||f( )Il+§euxnlg(><)ll=lllf|||+|||9|||-

Cequi prouwe !’ megahte trlangulalre

Corollaire B(X,Y) et C(X,Y) sontdesespacesectorielsnormés.



Définition Soit(fn)nein Unesuited’applicationgdeX dansY. Soitf uneapplication
pareillementdéfinie.Ondit que(fn)nen corvergeuniformémentversf si

Ve > 0,aN(g),Vx € X||fa(X) — F(X)[| < €.

Proposition Si (fy)nen €stunesuitedefonctionsurX qui corvergeuniformément
versf définiesurX alors(fy)nen cOrvergesimplementerstf.

Démonstration Il suffit decompareia définitiondela corvergencesimpleetcelle
dela cornvergenceuniformepourlesfonctions.

Proposition Onal’équivalence(aveclesnotationsdela définition précédente)
— (fn)nem corvergeuniformémenwersf surX.
— (fn)nen corvergeversf pourle normel|| ||| de B(X,Y) (resp.C(X,Y)).

Démonstration Supposonsgjue( fy)nein Convergeuniformémentersf surX. Soit
€>03IN(g) /sin> N(g) ||| fn — f|]| < €<= 3IN(g) /sin > N(g) sup||fn— f|| < e &
xeX

AIN(g) /sin > N(g) Yx € X||(fn — F)(X)|| < € & ete étantquelconquececi estéqui-
valentaufait que(f,)nemn corvergeversf pourla normede B(X,Y) (resp.C(X,Y)).

Cecinousaménea la définitionsuivante:

Définition La topologiesur B(X,Y) (resp.C(X,Y)) héritéede la norme|||||| est
appeléeaopologiede la convergenceuniforme.

Remarque Le fait quela corvergenceuniformed’une suitede fonctionsimplique
la corvergencesimple de cette suite a commeconséquenceue la topologie de la
convergenceuniformeestplusfine quela topologiedela corvergencesimple.

4 Quelquesthéorémes

Théoréme Soient(X, 0) un espacdopologiqueet (Y,d) un espacenétrique.Soit
(fn)nen Une suite de fonctionsdéfiniesde X dansY et qui corverge uniformément
versf : X — Y. On supposele plus queles applicationsf, sontcontinuesvn € IN .
Alors f : X — Y estcontinue.

Démonstration Soite > 0. Donnonsnousx un élémentde X. On chercheun voi-
sinageV dex dansX tel quesiy estélémentde V alorsd(f(x),f(y) < €. L'inégalité
triangulairenouspermetd’écrire,pourtoutx ety dansX ettoutn dansiN,

(), f(y)) < 3(f(¥),fn(¥) + 8(fn(x), fa(y)) +3(fa(y), f(¥))-



Comme(fy)nen corverge uniformémentvers f, on peuttrouver un entier N indé-
pendantde x ety tel quesi n>N alors&(f(x),fn(x)) < £/3 et d(f(y),fn(y)) < €/3.

Choisissonsloncn>N. f, estpardéfinitioncontinue.l existedoncunvoisnageV dex

(c’estle voisinagequel’on cherche}elquey € V = &(fn(X), fn(y)) < €/3. Enutilisant
I'inégalité précédenteon trouve d(f(x),f(y)) < €/3+¢/3+¢/3= ¢ siy estélément
deV.Cqfd

Théoréme Soit(X, 0) unespacdopologique Si (Y,d) estun espacenétriquecom-
pletalorsil ende mémede B(X,Y). SideplusX estmuni d'unetopologiele rendant
compactalorsC(X,Y) estcomplet.

Démonstration Nous allons procédera la démonstratiorde la complétudede
C(X,Y). NoussupposonsloncqueX estcompactLa démonstratiomela complétude
de B(X,Y) estabsolumentdentique.Soit ( fn)nen Unesuitede CauchydansC(X,Y).
Celasetraduitpar:

Ve>03N € IN;nm>N=|||fn— fu||| < €.

Pardéfinitiondelanorme]|| |||, ceciimpliquequepourtoutx (f,(X))nein €stdeCauchy
dansY. Y étantcomplet,chaquesuite( f,(X))nein €StcornvergentedansY. Notonsf (x)
la limite d’'une telle suite. Ceci permetde définir uneapplicationf de X dansY. La
corvergencede (fh)nein vers f estpourlinstant seulementine corvergencesimple.
Montronsqu’elle estuniforme. Le fait que (fn)neiv SOit de Cauchypermetd’écrire,
rappelonde:

Ve>03N € IN;nm>N=|||fn— fu||| < &.

Choisissong > 0 etle N corespondardansl’écriture ci dessusCommel’application
normeetl'applicationdifférencesontcontinuespn peutécrire

Tim 14009 = Tl = 1000 = im_femn(3)l] = [[fa() ~ (.

La derniéreégalitéétantréaliséecar (f,)nein cOrvergesimplementvers f. Supposons
quen estplus grandque N. On obtient,pour tout x dansX et tout m plus grandque
n: || fa(X) — fm(X)|| < €. Cetteinégalitérestevrai quandon passea la limite comme
précédemmerdtdoncpourtoutn plusgrandgueN ettoutx dansX, || f.(x) — f(X)]| <
€. Ceciprouwele fait que(fn)nen convergeuniformémentwersf.

Dansle casou I'on veutdémontreda complétudeC(X,Y), il fautencoredémon-
trer que f estcontinue.Ceci estvrai carsi (fa)neiv corverge uniformémentvers f
alors f estcontinue.Dansle casou I'on veut démontreda complétudede B(X,Y),
il fautencoredémontrerque f estbornée.Mais sachanique (fn)nen €stde cauchy
dansB(X,Y), alors (||| fnl||)nen estausside CauchydansIR. (on utilise I'inégalité |
lalll-1lIblK [la+b]||)Et lestermesd’une suitede CauchydansIR sontmajorésdésque
I'on dépassein certainrang.Doncles élémentde (||| fn|||)nen SONtMajorésparune
quantitéeM €IR désquen estassegrand.Celas’écrit, ||| fn||| < M si n estassegrand.
L'applicationnormeétantcontinueet (f,)nein COrvergeantsimplementvers f, on ob-
tient,enpassanélalimite: ||| f||| < M et f estbienélémente B(X,Y).



Corollair e Soit(X, 0) unespaceopologiqueSi (Y,d) estunespacenétriquecom-
pletalorsB(X,Y) estunespacale Banach.
Si X estmuni d’unetopologiele rendantcompactalors C(X,Y) estun espaceale Ba-
nach.

Démonstration C’estimmédiat:on a déjadémontréquecesdeuxensemblesont
desespacesectorielsnormés Onvientdemontrergu’ils sontcomlets.Parapplication
duthéoremeprécédentils sontcomplets Ce sontdoncdesespacesle Banach.



