
Topologiedela convergencesimple
et de la convergenceuniforme
1 Intr oduction

Beaucoupsd’objetsmathématiquess’obtiennent,en Analyse,par passageà la li-
mite.Ainsi on peutdéfinir, parexemple,la fonctionexponentielle(réelle)par: si x est
élémentdeIR

exp
�
x��� lim

n� ∞

�
1 � x

n
� 1

n �
Le problèmequi seposetrèsvite estdesavoir lesquellesdespropriétésdestermesde
la suitesontconservéesau niveaude la limite. Un autreproblèmeestcelui de préci-
ser la convergencede la suitede fonction: convergencepoint par point, convergence
“globale”?Nousverronsdanscetteleçonquecesdeuxquestionssontliées.

2 Topologiede la convergencesimple

Soit X unensembleet (Y, � ) un espacetopologique.

Définition Soit
�
fn � n � IN unesuitedefonctionsdeX dansY et f unefonctiondeX

dansY. Ondit que
�
fn � n � IN convergesimplementversf pourla topologiedeY quand

n tendversl’ infini si 	 x 
 X � fn
�
x� tendvers f

�
x� quandn tendversl’infini.

Définition Cecipermetdedéfinirunetopologiesur � (X,Y): l’ensembledesfonc-
tions de X dansY. Cettetopologiesur � (X,Y) est la topologie de la convergence
simple:

– Ondéfinit toutd’abordles"fermés"parla propriétésuivante:
“F 
 F(X,Y) estun fermé � F estvide oualorstoutesuite

�
fn � n � IN d’éléments

deF qui convergesimplementversun élémentf de � (X,Y) a salimite f dans
F”.
Autremementdit, F estfermési et seulementsi F estvide ou alorssi pour tout
élément f de � (X,Y) qui est limite simpled’une suited’élémentsde F, f est
élémentdeF.

– On définit naturellementles élémentsde notre topologieen affirmant que les
ouvertsde � (X,Y) sontlescomplémentairesdesfermésde � (X,Y).

Remarque les "" utilisésautourdu mot fermédansla définition précédentesont
là pourpréciserl’idée qu’il nousfautmontrerquelesensemblesainsidéfinisvérifient
bienlesaxiomesd’unetopologieet sontdoncbiendesfermés.

1



Démonstration
– Il est claire que l’ensemblevide et � (X,Y) tout entier sont des"fermés" de
� (X,Y).

– Soit
�
Fi � i � 1 � � n unefamillefinie defermésde � (X,Y). MontronsqueF, la réunion

desélémentsdecettefamille,estencoreunferméde � (X,Y). Soitdonc
�
fn � n � IN

unesuiteconvergented’élémentsde F et f 
�� (X,Y) la limite de cettesuite.
Il existe un fermé Fi0 de notre famille de ferméequi contientune infinité de
termesde la suite

�
fn � n � IN . ( Si cettedernièreaffirmation était fausse,chaque

Fi contiendraitun nombrefini d’élémentsde la suite
�
fn � n � IN , pour tout i=1..n

et donc la suite
�
fn � n � IN ne pourrait prendrequ’un nombrefini de "valeurs".

Nécessairementf seraitunede ses"valeurs"etf seraitélémentde F cqfd.) En
extrayantdela suite

�
fn � n � IN la suitedesélémentsde

�
fn � n � IN qui sontéléments

deFi0, on fabriqueunesoussuitede
�
fn � n � IN inclusedansFi0. Mais toutesous

suited’une suiteconvergenteestconvergenteet converge vers la mêmelimite
quela suitededépart.Doncla soussuiteestconvergente.MaisFi0 étant"fermé"
la limite f denotresoussuiteestdansFi0. et doncestélémentdeF.

– Vérifions le dernieraxiomede la topologie. Soit doncmaintenant
�
F � i � I une

famille quelconquede "fermés"de � (X,Y). MontronsqueF, l’intersectionde
tout lesélémentsdecettefamille estencoreun "fermé".Soit donc

�
fn � n � IN une

suiteconvergented’élémentsdeF et soit f 
�� (X,Y) salimite. Pourtout i 
 I ,�
fn � n � IN estinclusedansFi . Mais chaqueFi étant"fermé", la limite de

�
fn � n � IN

estélémentdeFi . f estdoncélémentdeFi pourtout i 
 I etestdoncélémentde
l’intersectiondetout lesélémentsdecettefamilleF.

Onpeutmaintenantaffirmerquenos"fermés"sontbiendesfermés.

3 Topologiede la convergenceuniforme

X désigneunensembleet(Y, ��� ) désigneunk-espacevectorielnormé(k=IRouIC).

Ons’intéresseà � (X,Y)= � f : X ��� Y � sup
x � X

� f
�
x����� ∞ ��� .

Remarque Ons’intéressesouventdansla pratiqueàdesensemblesX munisd’une
topologielesrendantcompacts.On considéreraalors,enlieu et placede � (X,Y) l’en-
semble  (X,Y) desfonctionscontinuesde X dansY ( continuespour les topologies
respectivesdeX etY). Danscecas,enraisondufait quel’applicationx ���!� f

�
x�"� est

continue(composéed’applicationcontinue),queX muni desatopologieestcompact
et quetout fonctioncontinueà valeursréelleset définiesurun compactestbornée,on
a:  (X,Y) 
#� (X,Y).

Définition On définit sur � (X,Y) une lois externepar .: k $"� (X,Y) �%�&� (X,Y)
(υ, f ) �'� υ � f oùυ � f estl’applicationdeX dansY qui a x 
 X associeυ � f (x).
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Ondéfinitaussisur � (X,Y) unelois internepar+:� (X,Y) $"� (X,Y) �%�&� (X,Y),
�
f � g�(�)�

f � g, où f � g désignel’applicationqui à tout x deX associel’élémentf(x)+g(x). ( +
désigneici la lois internedeY).

Proposition � (X,Y) munisde la lois interneet de la lois externeprécédemment
définieestun k-espacevectoriel.

Démonstration Il suffit de remarquerque,en vue desaxiomesdéfinissantune
norme,unesommedefonctionbornéesestbornéeet le produitd’unefonctionbornée
parun scalaireestencoreunefonctionbornée.Lesautresaxiomesd’espacevectoriel
sedémontrentfacilement.

Définition On supposeici queX estmuni d’une topologiequi le rendcompact.
On définit sur  (X,Y) unelois externepar .: k $* (X,Y) �+�! (X,Y) (υ, f ) �'� υ � f où
υ � f estl’applicationdeX dansY qui ax 
 X associeυ � f (x).
Ondéfinitaussisur  (X,Y) unelois internepar+:  (X,Y) $* (X,Y) �%�, (X,Y),

�
f � g�����

f � g, où f � g désignel’applicationqui à tout x deX associel’élémentf(x)+g(x). ( +
désigneici la lois internedeY).

Proposition En supposantqueX estmuni d’une topologiele rendantcompact,
 (X,Y) estsousk-espacevectorielde � (X,Y) pourleslois interneset externesdéfinis
précédemment.

Démonstration La sommededeuxfonctionscontinuesdéfiniesd’un espacetopo-
logiqueX dansun espacevectorielnorméY estuneapplicationcontinue.Demêmele
produitd’un scalaireetd’unefonctionainsidéfinieestaussiuneapplicationcontinue.

Définition Si f 
-� (X,Y) (resp. f 
. (X,Y)), on pose:
�0/ f /1� =sup

x � X
� f � x�2� .

Proposition L’application �3/4/1� précédemmentdéfinieestunenormesur � (X,Y)
(resp.  (X,Y)).

Démonstration Choisissonsf et g dans � (X,Y) (resp.  (X,Y)). Par définition
de � (X,Y) (resp.  (X,Y)), �0/5/6� est une applicationbien définie sur � (X,Y) (resp.
 (X,Y)). ( Elle està valeurdansIRet nondansIR 7�� ∞ � ). �0/5/6� estmêmeà valeurdans
IR 8 . Deplus: �0/ f /1� =0 � sup

x � X
� f
�
x�2� =0 �9� f

�
x�:� =0 	 x 
 X � f ; 0, cequi prouvele

premieraxiomed’unenorme.
D’autrepart,si λ 
 k, �0/ λ f /6� =sup

x � X
� λ f

�
x�2� = sup

x � X
/ λ /1� f

�
x�2� = / λ / sup

x � X
� f
�
x�2� =|λ| �0/ f � x�:/1� .

Cequi nouspermetdevaliderle deuxièmeaxiomed’unenorme.
Enfin, �0/ f � g /1� =sup

x � X
� � f � g� � x�2��< sup

x � X
( � f � + � g � ) < sup

x � X
� f
�
x�:� +sup

x � X
� g � x�2� = �0/ f /1� + �3/ g /6� .

Cequi prouvel’inégalité triangulaire.

Corollair e � (X,Y) et  (X,Y) sontdesespacesvectorielsnormés.
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Définition Soit
�
fn � n � IN unesuited’applicationsdeX dansY. Soitf uneapplication

pareillementdéfinie.Ondit que
�
fn � n � IN convergeuniformémentvers f si

	 ε = 0 �?> N
�
ε �@�A	 x 
 X � fn

�
x�B� f

�
x�2�C� ε �

Proposition Si
�
fn � n � IN estunesuitedefonctionsurX qui convergeuniformément

versf définiesurX alors
�
fn � n � IN convergesimplementversf.

Démonstration Il suffit decomparerla définitiondela convergencesimpleetcelle
dela convergenceuniformepourlesfonctions.

Proposition Ona l’équivalence(aveclesnotationsdela définitionprécédente)
–
�
fn � n � IN convergeuniformémentversf surX.

–
�
fn � n � IN convergeversf pourle norme �0/5/6� de � (X,Y) (resp.  (X,Y)).

Démonstration Supposonsque
�
fn � n � IN convergeuniformémentversf surX. Soit

ε = 0.> IN
�
ε �0� sin = N

�
ε �+�0/ fn � f �3/�� ε DFEG> IN

�
ε �3� sin = N

�
ε � sup

x � X
� fn � f �C� ε �

> IN
�
ε �3� sin = N

�
ε �:	 x 
 X � � fn � f � � x�2�H� ε � et ε étantquelconque,ceciestéqui-

valentaufait que
�
fn � n � IN convergeversf pourla normede � (X,Y) (resp.  (X,Y)).

Cecinousamèneà la définitionsuivante:

Définition La topologiesur � (X,Y) (resp.  (X,Y)) héritéede la norme �3/4/1� est
appeléetopologiede la convergenceuniforme.

Remarque Le fait quela convergenceuniformed’unesuitedefonctionsimplique
la convergencesimple de cettesuite a commeconséquenceque la topologiede la
convergenceuniformeestplusfinequela topologiedela convergencesimple.

4 Quelquesthéorèmes

Théorème Soient(X, � ) un espacetopologiqueet (Y,δ) un espacemétrique.Soit�
fn � n � IN unesuitede fonctionsdéfiniesde X dansY et qui converge uniformément

vers f : X �'� Y. On supposedeplusquelesapplicationsfn sontcontinues	 n 
 IN .
Alors f : X �'� Y estcontinue.

Démonstration Soit ε = 0. Donnonsnousx un élémentdeX. On chercheun voi-
sinageV dex dansX tel quesi y estélémentdeV alorsδ

�
f
�
x��� f � y�C� ε. L’inégalité

triangulairenouspermetd’écrire,pourtout x et y dansX et toutn dansIN ,

δ
�
f
�
x��� f � y�5�I< δ

�
f
�
x�@� fn � x�5�%� δ

�
fn
�
x�@� fn � y�5�%� δ

�
fn
�
y��� f � y�4� �
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Comme
�
fn � n � IN converge uniformémentvers f , on peut trouver un entier N indé-

pendantde x et y tel quesi n>N alors δ
�
f
�
x��� fn � x�5�J� ε � 3 et δ

�
f
�
y��� fn � y�4�K� ε � 3.

Choisissonsdoncn>N. fn estpardéfinitioncontinue.Il existedoncunvoisnageV dex
( c’estle voisinagequel’on cherche)tel quey 
 V E δ

�
fn
�
x�@� fn � y�5�L� ε � 3.Enutilisant

l’inégalité précédente,on trouve δ
�
f
�
x��� f � y�4�I� ε � 3 � ε � 3 � ε � 3 � ε si y estélément

deV.Cqfd

Théorème Soit(X, � ) unespacetopologique.Si (Y,d)estunespacemétriquecom-
plet alorsil endemêmede � (X,Y). Si deplusX estmuni d’unetopologiele rendant
compact,alors  (X,Y) estcomplet.

Démonstration Nous allons procéderà la démonstrationde la complétudede
 (X,Y). NoussupposonsdoncqueX estcompact.La démonstrationdela complétude
de � (X,Y) estabsolumentidentique.Soit

�
fn � n � IN unesuitedeCauchydans  (X,Y).

Celasetraduitpar:

	 ε = 0 > N 
 IN;n �m = N EM�3/ fn � fm �3/N� ε �

Pardéfinitiondela norme �0/5/6� , ceciimpliquequepourtoutx
�
fn
�
x�5� n � IN estdeCauchy

dansY. Y étantcomplet,chaquesuite
�
fn
�
x�5� n � IN estconvergentedansY. Notons f (x)

la limite d’une telle suite.Ceci permetde définir uneapplication f de X dansY. La
convergencede

�
fn � n � IN vers f estpour l’instant seulementuneconvergencesimple.

Montronsqu’elle estuniforme.Le fait que
�
fn � n � IN soit de Cauchypermetd’écrire,

rappelonsle:
	 ε = 0 > N 
 IN;n �m = N EM�3/ fn � fm �3/N� ε �

Choisissonsε = 0 et le N corespondantdansl’écritureci dessus.Commel’application
normeet l’applicationdifférencesontcontinues,on peutécrire

lim
m� ∞

� fn
�
x�B� fm

�
x�2�I�!� fn

�
x�'� lim

m� ∞
fm
�
x�:�O�!� fn

�
x�'� f

�
x�:� �

La dernièreégalitéétantréaliséecar
�
fn � n � IN convergesimplementvers f . Supposons

quen estplus grandqueN. On obtient,pour tout x dansX et tout m plus grandque
n: � fn

�
x��� fm

�
x�:�P� ε. Cetteinégalitérestevrai quandon passeà la limite comme

précédemmentetdoncpourtoutn plusgrandqueN et toutx dansX, � fn
�
x�%� f

�
x�2���

ε. Ceciprouvele fait que
�
fn � n � IN convergeuniformémentvers f .

Dansle casoù l’on veutdémontrerla complétude (X,Y), il faut encoredémon-
trer que f est continue.Ceci est vrai car si

�
fn � n � IN converge uniformémentvers f

alors f est continue.Dansle casoù l’on veut démontrerla complétudede � (X,Y),
il faut encoredémontrerque f estbornée.Mais sachantque

�
fn � n � IN estde cauchy

dans� (X,Y), alors
� �0/ fn �3/ � n � IN estausside CauchydansIR. (on utilise l’inégalité |

|||a|||-|||b|||| < |||a+b|||).Et lestermesd’unesuitedeCauchydansIRsontmajorésdésque
l’on dépasseun certainrang.Donc lesélémentsde

� �3/ fn �0/ � n � IN sontmajorésparune
quantitéeM 
 IRdésquen estassezgrand.Celas’écrit, �3/ fn �0/Q< M si n estassezgrand.
L’applicationnormeétantcontinueet

�
fn � n � IN convergeantsimplementvers f , on ob-

tient,enpassantà la limite: �3/ f �0/N< M et f estbienélémentde � (X,Y).
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Corollair e Soit (X, � ) unespacetopologique.Si (Y,d)estunespacemétriquecom-
pletalors � (X,Y) estunespacedeBanach.
Si X estmuni d’unetopologiele rendantcompact,alors  (X,Y) estun espacedeBa-
nach.

Démonstration C’est immédiat:on a déjàdémontréquecesdeuxensemblessont
desespacesvectorielsnormés.Onvientdemontrerqu’ils sontcomlets.Parapplication
du théorèmeprécédent,ils sontcomplets.CesontdoncdesespacesdeBanach.
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